
Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Introduction aux cartes aléatoires

Soutenance de magistère

Jérémie BETTINELLI

Octobre 2008

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 1 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Table des matières

1 Définitions

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

2 Méthodes de comptage par décomposition récursive

3 Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 2 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Table des matières

1 Définitions

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

2 Méthodes de comptage par décomposition récursive

3 Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 3 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Cartes, faces, genre, racine

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 4 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Cartes, faces, genre, racine

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 5 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Cartes isomorphes

≈

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 6 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Quadrangulations

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 7 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Cartes biparties

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 8 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Cartes biparties

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 9 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Bijection de William TUTTE

Proposition

Il existe une bijection entre les cartes en genre g à n arêtes et

les quadrangulations biparties en le même genre g à n faces.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 10 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Bijection de William TUTTE

Proposition

Il existe une bijection entre les cartes en genre g à n arêtes et

les quadrangulations biparties en le même genre g à n faces.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 10 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Bijection de William TUTTE

Proposition

Il existe une bijection entre les cartes en genre g à n arêtes et

les quadrangulations biparties en le même genre g à n faces.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 10 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Bijection de William TUTTE

Proposition

Il existe une bijection entre les cartes en genre g à n arêtes et

les quadrangulations biparties en le même genre g à n faces.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 10 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Bijection de William TUTTE

Proposition

Il existe une bijection entre les cartes en genre g à n arêtes et

les quadrangulations biparties en le même genre g à n faces.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 10 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Bijection de William TUTTE

Proposition

Il existe une bijection entre les cartes en genre g à n arêtes et

les quadrangulations biparties en le même genre g à n faces.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 10 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Bijection de William TUTTE

Proposition

Il existe une bijection entre les cartes en genre g à n arêtes et

les quadrangulations biparties en le même genre g à n faces.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 10 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Bijection de William TUTTE

Proposition

Il existe une bijection entre les cartes en genre g à n arêtes et

les quadrangulations biparties en le même genre g à n faces.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 10 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Bijection de William TUTTE

Proposition

Il existe une bijection entre les cartes en genre g à n arêtes et

les quadrangulations biparties en le même genre g à n faces.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 10 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Bijection de William TUTTE

Proposition

Il existe une bijection entre les cartes en genre g à n arêtes et

les quadrangulations biparties en le même genre g à n faces.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 10 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Bijection de William TUTTE

Proposition

Il existe une bijection entre les cartes en genre g à n arêtes et

les quadrangulations biparties en le même genre g à n faces.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 10 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Bijection de William TUTTE

Proposition

Il existe une bijection entre les cartes en genre g à n arêtes et

les quadrangulations biparties en le même genre g à n faces.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 10 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Formule d’Euler

Proposition

On a

|V (m)| − |E(m)|+ |F (m)| = 2− 2g.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 11 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Triplet de permutations

e

cycles de α←→ arêtes

cycles de ϕ←→ faces

cycles de σ ←→ sommets

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 12 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Triplet de permutations

e

α(e) cycles de α←→ arêtes

cycles de ϕ←→ faces

cycles de σ ←→ sommets

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 12 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Triplet de permutations

e

ϕ(e)

α(e) cycles de α←→ arêtes

cycles de ϕ←→ faces

cycles de σ ←→ sommets

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 12 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Triplet de permutations

e

ϕ(e)

α(e)

σ(e)

cycles de α←→ arêtes

cycles de ϕ←→ faces

cycles de σ ←→ sommets

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 12 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Exemple

1
2 3

4

56

7
8 9 10

11
12

13

14

15

16

17

18
19

20
21

22

α = (1, 21)(2, 15)(3,4)(5, 8)(6, 19)(7,17)(9, 10)(11,18)(12,13)(14,22)(16,20)
ϕ = (1, 2, 3, 4)(5, 6)(7, 8, 9)(10, 11, 12)(13,14, 15, 16, 17)(18,19, 20, 21, 22)
σ = (7, 10, 13)(6,8, 17, 20)(5, 19, 11, 9)(12,18, 14)(2,21, 16)(1, 4, 15, 22)(3)

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 13 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Exemple

1
2 3

4

56

7
8 9 10

11
12

13

14

15

16

17

18
19

20
21

22

α = (1, 21)(2, 15)(3,4)(5, 8)(6, 19)(7,17)(9, 10)(11,18)(12,13)(14,22)(16,20)
ϕ = (1, 2, 3, 4)(5, 6)(7, 8, 9)(10, 11, 12)(13,14, 15, 16, 17)(18,19, 20, 21, 22)
σ = (7, 10, 13)(6,8, 17, 20)(5, 19, 11, 9)(12,18, 14)(2,21, 16)(1, 4, 15, 22)(3)

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 13 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Exemple

1
2 3

4

56

7
8 9 10

11
12

13

14

15

16

17

18
19

20
21

22

α = (1, 21)(2, 15)(3,4)(5, 8)(6, 19)(7,17)(9, 10)(11,18)(12,13)(14,22)(16,20)
ϕ = (1, 2, 3, 4)(5, 6)(7, 8, 9)(10, 11, 12)(13,14, 15, 16, 17)(18,19, 20, 21, 22)
σ = (7, 10, 13)(6,8, 17, 20)(5, 19, 11, 9)(12,18, 14)(2,21, 16)(1, 4, 15, 22)(3)

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 13 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Exemple

1
2 3

4

56

7
8 9 10

11
12

13

14

15

16

17

18
19

20
21

22

α = (1, 21)(2, 15)(3,4)(5, 8)(6, 19)(7,17)(9, 10)(11,18)(12,13)(14,22)(16,20)
ϕ = (1, 2, 3, 4)(5, 6)(7, 8, 9)(10, 11, 12)(13,14, 15, 16, 17)(18,19, 20, 21, 22)
σ = (7, 10, 13)(6,8, 17, 20)(5, 19, 11, 9)(12,18, 14)(2, 21, 16)(1, 4, 15, 22)(3)

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 13 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Graphes enrubannés

α : involution sans point fixe

ϕασ = 1

〈ϕ,α, σ〉 agit transitivement sur X

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 14 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Graphes enrubannés

α : involution sans point fixe

ϕασ = 1

〈ϕ,α, σ〉 agit transitivement sur X

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 14 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

Graphes enrubannés

α : involution sans point fixe

ϕασ = 1

〈ϕ,α, σ〉 agit transitivement sur X

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 14 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Table des matières

1 Définitions

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

2 Méthodes de comptage par décomposition récursive

3 Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 15 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Exemple : comptage des arbres

An : arbres à n arêtes

A : arbres

A(x) :=
∑

t∈A

x |t|

=
∑

n∈N

|An| x
n+1

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 16 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Exemple : comptage des arbres

An : arbres à n arêtes

A : arbres

A(x) :=
∑

t∈A

x |t|

=
∑

n∈N

|An| x
n+1

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 16 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Exemple : comptage des arbres

An : arbres à n arêtes

A : arbres

A(x) :=
∑

t∈A

x |t|

=
∑

n∈N

|An| x
n+1

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 16 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Exemple : comptage des arbres

t

x |t|

An : arbres à n arêtes

A : arbres

A(x) :=
∑

t∈A

x |t|

=
∑

n∈N

|An| x
n+1

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 16 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Exemple : comptage des arbres

t t1

t2

x |t| x |t1| x x |t2|

An : arbres à n arêtes

A : arbres

A(x) :=
∑

t∈A

x |t|

=
∑

n∈N

|An| x
n+1

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 16 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Comptage des cartes

Théorème

Le nombre de cartes planaires enracinées à n arêtes est

2

n + 2
3nCatn.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 17 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Table des matières

1 Définitions

Description classique

Formule d’Euler

Description combinatoire

2 Méthodes de comptage par décomposition récursive

3 Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 18 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Quadrangulations pointées

v

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 19 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Arbres bien étiquetés

-2

-1-1

-1

0

0

0

1

1

1

1

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 20 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Comptage des cartes

Théorème

Le nombre de cartes planaires enracinées à n arêtes est

2

n + 2
3nCatn.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 21 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application directe

v

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 22 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application directe

v v 0

1

11

2

2

2

3

3 3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 22 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application directe

d

d

d

d + 1

d + 1

d + 1

d + 1

d + 2

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 23 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application directe

d

d

d

d + 1

d + 1

d + 1

d + 1

d + 2

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 23 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application directe

d

d

d

d + 1

d + 1

d + 1

d + 1

d + 2

0

1

11

2

2

2

3

3 3

v

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 23 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application directe

d

d

d

d + 1

d + 1

d + 1

d + 1

d + 2

0

1

11

2

2

2

3

3 3

v

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 23 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application directe

d

d

d

d + 1

d + 1

d + 1

d + 1

d + 2

0

1

11

2

2

2

3

3 3

v

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 23 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application directe

d

d

d

d + 1

d + 1

d + 1

d + 1

d + 2

0

1

11

2

2

2

3

3 3

v

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 23 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application directe

d

d

d

d

d

d + 1

d + 1

d + 1

d + 1

d + 1

d + 1

d + 2

0

1

11

2

2

2

3

3 3

v

ε = −1

ε = +1

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 23 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application directe

d

d

d

d

d

d + 1

d + 1

d + 1

d + 1

d + 1

d + 1

d + 2

0

1

11

2

2

2

3

3 3

v

ε = −1

ε = +1

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 23 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application directe

1

11

2

2

2

3

3 3

ε = +1

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 23 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application directe

11

1

2

2

2 3

3

3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 24 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application directe

-1-1

-1

0

0

0 1

1

1

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 24 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application réciproque

-1-1

-1

0

0

0 1

1

1

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 25 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application réciproque

11

1

2

2

2 3

3

3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 25 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application réciproque

0

11

1

2

2

2 3

3

3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 25 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application réciproque

0

11

1

2

2

2 3

3

3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 25 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application réciproque

0

11

1

2

2

2 3

3

3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 25 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application réciproque

0

11

1

2

2

2 3

3

3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 25 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application réciproque

0

11

1

2

2

2 3

3

3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 25 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application réciproque

0

11

1

2

2

2 3

3

3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 25 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application réciproque

0

11

1

2

2

2 3

3

3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 25 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application réciproque

0

11

1

2

2

2 3

3

3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 25 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application réciproque

0

11

1

2

2

2 3

3

3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 25 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application réciproque

0

11

1

2

2

2 3

3

3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 25 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application réciproque

0

11

1

2

2

2 3

3

3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 25 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Application réciproque

0

0

11

1

1

11

2

2

2

2

2

2

3

3

3

3

3 3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 25 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Processus de contour et d’étiquettes

-1

00

11

1

1

1

2

2

3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 26 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Processus de contour et d’étiquettes

-1

00

11

1

1

1

2

2

3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 26 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Processus de contour et d’étiquettes

-1

00

11

1

1

1

2

2

3

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 26 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Processus de contour et d’étiquettes

-1

0

00

11

1

1

1

2

2

3

2n

Ct

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 26 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Processus de contour et d’étiquettes

-1

0

0

00

11

1

1

1

2

2

3

2n

2n

Ct

Lt

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 26 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Processus de contour et d’étiquettes

(tn, ln) uniforme

Cn := Ctn et Ln := Ltn

Théorème (CHASSAING, MARCKERT, SCHAEFFER)




(

Cn
2ns

(2n)
1
2

)

0≤s≤1

,





Ln
2ns

(

8n
9

)
1
4





0≤s≤1





(loi)
GGGGGGGGA

n→∞
(e, Z ) ,

pour la topologie uniforme sur C ([0, 1], R)2.
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Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Profil d’une quadrangulation

(qn, vn) uniforme

Rn := Rqn,vn et In := Iqn,vn

Théorème (CHASSAING, SCHAEFFER)

⋄
Rn

n
1
4

(loi)
GGGGGGGGA

n→∞
R∞ dans R,

⋄
In

(

n
1
4 ·
)

n + 2

(loi)
GGGGGGGGA

n→∞
I∞ pour la topo. de la conv. faible.
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Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Topologie de Gromov-Hausdorff

[X , d ] : classe d’isomorphismes de (X , d)

CM := {[X , d ], (X , d) métrique compact}

dGH

(

[X , d ], [X ′, d ′]
)

:= inf
(Z , δ) métrique

ϕ : (X , d)→ (Z , δ)
ϕ′ : (X ′, d ′)→ (Z , δ)

δH

(

ϕ(X ), ϕ(X ′)
)

Théorème (GROMOV, HAUSDORFF)

L’espace (CM, dGH) est polonais.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 31 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Topologie de Gromov-Hausdorff

[X , d ] : classe d’isomorphismes de (X , d)

CM := {[X , d ], (X , d) métrique compact}

dGH

(

[X , d ], [X ′, d ′]
)

:= inf
(Z , δ) métrique

ϕ : (X , d)→ (Z , δ)
ϕ′ : (X ′, d ′)→ (Z , δ)

δH

(

ϕ(X ), ϕ(X ′)
)

Théorème (GROMOV, HAUSDORFF)

L’espace (CM, dGH) est polonais.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 31 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Topologie de Gromov-Hausdorff

[X , d ] : classe d’isomorphismes de (X , d)

CM := {[X , d ], (X , d) métrique compact}

dGH

(

[X , d ], [X ′, d ′]
)

:= inf
(Z , δ) métrique

ϕ : (X , d)→ (Z , δ)
ϕ′ : (X ′, d ′)→ (Z , δ)

δH

(

ϕ(X ), ϕ(X ′)
)

Théorème (GROMOV, HAUSDORFF)

L’espace (CM, dGH) est polonais.

Jérémie BETTINELLI Introduction aux cartes aléatoires Octobre 2008 31 / 32



Définitions

Méthodes de comptage par décomposition récursive

Approches bijectives

Bijection de Gilles SCHAEFFER

Limite d’échelle

Limite d’échelle

qn uniforme

Théorème (LE GALL)

L’espace métrique
(

V (qn), n−1/4dgr

)

tend en loi pour la

topologie de Gromov-Hausdorff, le long d’une sous-suite, vers

un espace métrique aléatoire limite, noté (S, D).

Théorème (LE GALL)

La dimension de Hausdorff de (S, D) est p.s. 4.

Théorème (LE GALL, PAULIN)

L’espace (S, D) est p.s. homéomorphe à la sphère de R
3.
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