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Résumé

Au cours de ce mémoire de magistére, nous présentons les cartes aléatoires, objets proba-
bilistes relativement récents. On expose briévement les méthodes combinatoires permettant
de les compter, avant de s’intéresser aux approches bijectives entre les cartes et les arbres
bien étiquetés afin de transporter des théorémes de convergence sur les arbres vers les cartes,
et ainsi considérer la limite d’échelle des cartes aléatoires.
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Introduction

Bien que les cartes sont mathématiquement formalisées depuis la fin du XIX®™€ siécle, ce n’est
que depuis quelques dizaines d’années qu’elles sont réellement au coeur de nombreux problémes
divers et variés. Dans les années 1960, William T. TUTTE, & 'aide de fonctions génératrices,



s’intéresse a divers problémes de comptage des cartes en relation avec son travail sur la conjecture
(devenue théoréme depuis) des quatre couleurs [18].

Certaines formules énumératives firent apparaitre des objets combinatoires plus simples, en
I’occurence les arbres, ce qui conduit Robert CORI et Bernard VAUQUELIN, dans les années 1980,
a développer des approches bijectives pour compter les cartes [7]. Par la suite, Gilles SCHAEFFER
et plus tard Jérémie BOUTTIER, Philippe D1 FRANCESCO et Emmanuel GUITTER améliorérent
ces approches, faisant apparaitre une information géométrique (distance & un sommet distingué
dans la carte) dans le codage, rendant ainsi ces méthodes plus exploitables dans les problémes
probabilistes [16, 3].

Dans le méme temps, en raison de leur étroite relation avec les diagrammes de Feynman, les
cartes attirent I'attention des physiciens. Les premiers, dans les années 1970, furent Gerardus 'T
HooFrT [17] puis Edouard BREZIN, Claude ITZYKSON, Giorgio PARIsI et Jean-Bernard ZUBER
[4], mettant en relation les problémes d’énumération de cartes en genre quelconque avec les
intégrales de matrices.

Par ailleurs, de nombreux physiciens tels que Jan AMBI@RN, Bergfinnur J. DURHUUS et Thor-
dur JONSSON voient dans les cartes aléatoires un moyen de formaliser le concept d’intégration par
rapport 4 une mesure sur ’ensemble des surfaces qui apparait en théorie de la gravité quantique
2-dimensionnelle [1].

1 Définitions

1.1 Description classique

La notion de cartes est assez intuitive, commencons par en donner une définition formelle! :

Définition 1 Une carte est un graphe conneze fini non vide plongé (sans croisement d’arétes),
dans une surface compacte, sans bord, orientée et connexe, de facon que chaque composante

conneze du complémentaire du support de la carte® soit homéomorphe au disque unité ouvert de
R2.

Définition 2 Le genre de la carte est le genre de la surface dans laquelle elle est plongée. Une
carte en genre 0, c’est-a-dire plongée dans la sphére, sera simplement appelée carte planaire.

Définition 3 On appelle face de cette carte les composantes connexes du complémentaire de
son support. Le degré d’une face est le nombre d’arétes qui lui sont incidentes.

Définition 4 Une carte m est dite enracinée si une aréte orientée e est distinguée. L’aréte
distinguée s’appelle la racine et son origine est appelée sommet racine.

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on notera encore m une carte enracinée au lieu de (m, e)
et on appellera souvent simplement “carte” une carte enracinée.

Ainsi définies, les cartes forment une famille beaucoup trop grande, et il est naturel de les
considérer “a déformation pres” :

Définition 5 On dit que les cartes m et m' sur les surfaces S et S’ sont isomorphes s’il existe
un homéomorphisme de S sur S’, conservant [’orientation et faisant correspondre les arétes de
m et les arétes de m’. Lorsque les cartes sont enracinées, on demande de plus qu’il transforme
la racine de m en la racine de m’ (voir figure 1).
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F1GURE 1 — Deuz représentations de la méme carte.

On regardera ainsi les cartes & isomorphisme prés. La raison pour laquelle on enracine les
cartes est qu’elles ne possédent ainsi aucun automorphisme (isomorphisme de la carte sur elle-
meéme, c’est-a-dire symétrie) non trivial :

Proposition 1 Un automorphisme de carte fizant une aréte orientée, five toutes les arétes.

Deux classes de cartes sont particuliérement intéressantes :

Définition 6 On appelle triangulation (resp. quadrangulation) une carte dont toutes les
faces ont exactement 3 (resp. 4) cotés. Pour tout n € N*, on notera Ty, (resp. Qg.n) Uensemble
des triangulations (resp. quadrangulations) a n faces en genre g.

Définition 7 Une carte est dite bipartie s’il est possible de colorier ses sommets de deuzr cou-
leurs de sorte qu’aucune aréte ne relie deux sommets de méme couleur, ce qui équivaut a dire
qu’il n’existe pas de cycle de longueur paire dans la carte.

Remarque. Il est facile de voir que les quadrangulations planaires sont biparties. En revanche,
ce résultat n’est plus vrai en genre supérieur.

Une des raisons pour lesquelles les quadrangulations biparties sont particuliérement intéres-
santes est la bijection suivante, due & William TUTTE (voir figure 2).

Proposition 2 1[I existe une bijection entre les cartes en genre g a n arétes et les quadrangula-
tions biparties en le méme genre g 4 n faces.

1.2 Formule d’Euler

Il est possible de relier les nombre d’arétes, de sommets, de faces entre eux grace a la propo-
sition suivante :

Proposition 3 (Formule d’Euler) Soit m une carte de genre g. Soit respectivement V(m),
E(m) et F(m) les ensembles de sommets, arétes et faces de la carte m. On a alors

[V(m)| - |[E(m)| + |F(m)| =2 - 2g.

1. Voir par exemple le cours donné par Grégory MierMmonT [15] pour des définitions plus précises.
2. Le support de la carte est la réunion des arétes du graphe plongé.



F1GURE 2 — [llustration de la bijection de William TUTTE.

Remarque. La quantité 2 — 2g est appelée caractéristique d’Euler-Poincaré de la surface,
et est souvent notée x(g).

Il suffit donc d’une relation supplémentaire pour pouvoir déterminer toutes ces quantités.
Par exemple, une quadrangulation posséde deux fois plus d’arétes que de faces étant donné
que chaque face est bordée de quatre arétes incidentes & exactement deux faces (éventuellement
confondues). Ainsi, les éléments de Qg ,, ont n faces, 2n arétes et n + 2 — 2g sommets.

1.3 Description combinatoire

Il existe une fagon plus “algébrique” de voir les choses, trés utile dans certains cas. Il s’agit
de décrire totalement la carte par un triplet de permutations vérifiant certaines relations. Nous
donnons ici un bref apercu de ce point de vue (voir [15] pour une description plus détaillée).

Soit m une carte et E Iensemble de ses arétes orientées 3. La permutation « associe a une
aréte orientée e sa retournée e. Les permutations ¢ et o associent & une demi-aréte la suivante
respectivement, dans le parcours des faces et dans le contour des sommets dans le sens positif
(voir figure 3).

=(1,2,3,4)(5,6 )( 8,
(13,14,15, 16,

9)(10,11,12)
17)(18, 19,20, 21, 22)

= (1,21)(2,15)(3,4)(5, )619)(7,17)
(9,10)(11,18)(12, 13)(14, 22)(16, 20)

o = (7,10,13)(6,8,17,20)(5,19,11,9)
(12,18,14)(2,21,16)(1, 4,15, 22)(3)

F1GURE 3 — Description d’une carte par un triplet de permutations et exemple.

Ainsi, les cycles de « correspondent aux arétes de m, ceux de ¢ aux faces et ceux de o aux
sominets.

La permutation « est une involution sans point fixe, pao = 1 et {p, «, o) agit transitivement
sur £ (ceci correspondant & la connexité de la carte). Réciproquement, a partir de trois telles
permutations, on peut reconstruire la carte. Pour retrouver le genre de celle-ci, on applique
simplement la formule d’Euler.

3. L’ensemble introduit plus haut des arétes de m est E(m) = {{e7 €}, e€ E}



Définition 8 Soit X un ensemble fini. On appelle graphe enrubanné sur X un triplet de
permutations (o, o, 0) € C‘Sg( tel que o soit une involution sans point fize, pac =1 et (o, a, o)
agisse transitivement sur X .

Deuz graphes enrubannés (o, a,0) et (¢',a’,0") sur X et X' sont isomorphes s’il existe une
bijection ™ : X — X' vérifiant 1 'a/m = a et 17 p'm = ¢ (et donc 7 1o'm = o).

Remarque. Le fait que « soit une involution sans point fixe assure que X est de cardinal pair.

Ainsi, les classes d’isomorphisme de graphes enrubannés sont en bijection avec les classes
d’isomorphisme de cartes.

2 Méthodes de comptage par décomposition récursive

2.1 Illustration de la méthode sur un exemple simple

On se place & présent en genre 0, c’est-a-dire sur la sphére de R3. L’un des premier probléme
auquel on est confronté est le comptage des cartes. Il peut étre résolut (dans certains cas) en
utilisant la méthode de décomposition récursive : il s’agit de décomposer les objets que 1'on
veut compter en plusieurs objets plus petit de la méme famille. Pour cela, on introduit la série
génératrice de la famille considérée.

Donnons tout de suite un exemple simple. Un arbre plan est une carte planaire & une seule
face. Notons A,, I'’ensemble des arbres enracinés & n arétes — et donc n + 1 sommets d’aprés la
formule d’Euler (proposition 3). Notons encore

A= A

neN

Pensemble de tous les arbres enracinés, et pour ¢ € A, |¢| son nombre de sommets. Nous allons
calculer |A4,|.
La série génératrice des arbres est notée A : elle attribue un poids z & chaque sommet d’un

arbre de A, c’est-a-dire
A(z) == Z:z:'t‘ = Z |A, |zt

teA neN

Un arbre se décompose ainsi :

¢ soit il n’a qu’un sommet (de poids x),

¢ soit il est composé d’un sommet racine (de poids ) et de k sous-arbres ¢y, to, .. .tx (k > 1)
descendant de cette racine, de poids respectifs zlt1l, zlt2l . gltel,

Cette décomposition donne des ensembles disjoints. On a donc

Alz) = 3:—|—<3:Za:|t1|>—|—-~—|— x Z gltlgltl - gltel | 4
t1€A t1,t2,...,tx €A
= xZA(x)k
keN
B x
11— Az)’



On obtient alors

n+1\n

1—1—4z 3 1 (2n) .
= —-——————— x 5
neN

lautre racine de X2 — X + z n’étant pas nulle en 0.

Finalement, on a le résultat suivant :

Proposition 4 Le nombre d’arbres enracinés a n arétes et n + 1 sommets est

|A,| = Cat, = 1 (Qn) :
n+1\n

Ce nombre est appelé nombre de Catalan d’ordre n.

2.2 Reésultats

L’exemple précédent permet d’illustrer 1’'idée de la méthode mais ne refléte pas tous les
problémes que ’on rencontre lorsque 'on travaille avec des familles plus complexes. En pratique,
il faut souvent étudier une famille plus générale pour obtenir ce que ’on souhaite. Par exemple,
pour trouver le nombre de triangulations avec un nombre donné de sommets, il faut compter les
triangulations & bord (cartes dont toutes les faces sont des triangles sauf éventuellement la face
incidente & la racine), car il est aisé de les décomposer en deux plus petites triangulations a bord.
Ensuite, les triangulations étant des triangulations & bord particuliéres, on obtient le résultat
désiré.

Par ailleurs, les équations que 1’on obtient sur les séries génératrices sont rarement aussi
simples et nécessitent des méthodes plus évoluée pour étre résolues. On renvoie le lecteur a [15]
pour plus de détails. Le cas des triangulations y est en outre intégralement traité.

Proposition 5 Soit m,n € N. Notons Tn‘zm l’ensemble des triangulations a bord possédant n
sommets internes (c’est-a-dire hors du bord) et m + 2 sommets sur le bord. Alors

(2m + 1)!1(2m + 3n)!
m!2n!(2m + 2n + 2)!"

Tl =274
De plus, on a les asymptotiques suivants :

_ 27\ "
|79 | ~ Zn x n-
m,n 2

n—oo

M

et Zm ~ C9™m2,

m—00
ot C' > 0 est une constante.

Ces formules permettent d’avoir des informations non triviales sur la structure des cartes
aléatoires. Donnons 14 encore un exemple simple du genre d’information que 1’on peut obtenir.

Proposition 6 Le nombre moyen de chaines simples de longueur m + 1 sur une triangulation
uniforme a n faces, et dont le premier pas orienté est la racine de la triangulation tend, lorsque

n — o0 vers _ m
Zom (2
Zo \27)



Preuve. [L’idée consiste & découper la carte suivant la chaine et & 'ouvrir en une nouvelle
face. On obtient alors? une carte de 7'2‘?71 n/2—m Cette opération est réversible donc le nombre

de triangulation & n face avec une telle chaine est |’T2‘2n)n/2_m

. En ouvrant de la méme fagon,

suivant la racine, une triangulation & n faces, on obtient un élément de 766”/2. Ainsi le nombre

recherché est, 5 -
|7’2m,n/27m| -~ Zom ( 2 )m

|768)n/2| n—00 ZO 27

O

Ainsi, dans une grande triangulation uniforme, le nombre de chemins auto-évitants de lon-
gueur m est de ordre de /m 92™(2/27)™ = \/m 6™, ce qui montre que la “constante de connec-
tivité moyenne” est 6. Ceci correspond au degré moyen d’un sommet :

Zvem degv 2|E(Il’1)| 3n

V)] V)| n2+2n oo

Ce résultat est assez surprenant car on s’attend & une constante inférieure (lorsque 1’on arrive
a un neeud de degré k, on a au plus k — 1 choix possibles pour continuer & é&tre auto-évitant).
Ainsi, en moyennant, on favorise les cartes avec des sommets de degré élevé.

Pour finir, donnons le nombre de cartes pour un nombre d’arétes donné. On renvoie une fois
de plus le lecteur a [15] pour une preuve.

Théoréme 7 Le nombre de cartes planaires enracinées a n arétes est

2
3" Cat,,.
n+2 a4

3 Limite d’échelle de cartes aléatoires

3.1 Approches bijectives

Le dernier résultat de la section précédente (théoréme 7) fait intervenir, dans une formule
extrémement simple, les nombres de Catalan, nombres qui comptent les arbres (proposition 4).
Ceci laisse suggérer qu’on puisse utiliser les arbres pour coder les cartes et ainsi se ramener & des
problémes plus simples.

Cette maniére de voir les choses permet, outre le fait de pouvoir compter des cartes, de
conserver une information sur la structure géométrique de la carte (typiquement, distance & un
point distingué) et ainsi s’avére trés utile en ce qui concerne les questions probabilistes.

La premiére étape consiste & se ramener & des quadrangulation & l'aide de la bijection de
TuTTE (c.f. figure 2). Notons M,, ’ensemble des cartes planaires enracinées a n arétes et Q,, =
Qo,»n 'ensemble des quadrangulations planaires enracinées a n faces. On a

M, TEQL et (M| = Q. (1)

4. Si m € T . la formule d’Euler et la relation 3 (|F(m)| —1) = 2(|E(m)| — M —2) + M + 2 donnent
[V(m)] = N+ M + 2, |[F(m)| = 2N + M + 1 et |[E(m)| = 3N + 2M + 1. Ici, on veut que M = 2m et
|F(m)| =n+ 1 (le +1 correspond a la face que I’on a “ouverte”), ce qui donne le résultat annoncé.




Soit encore

9, ={(a,v), a€ Q,, veV(a)},

I’ensemble des quadrangulations pointées. La formule d’Euler permet de voir que si q € Q,,, alors
[V(q)] =n+ 2, donc
[

|Qn| = n+2

(2)

Soit enfin T,, ’ensemble des couples (t,1) tels que :

oteA,,

o 1 :V(t) — Z est telle que sa valeur en le sommet racine de t est 1, et si w ~ v (u et v sont
voisins, c’est-a-dire distant de 1) alors |I(u) — I(v)| < 1.

Un élément de T,, sera appelé arbre bien étiqueté.

On munit une carte m de sa distance de graphe dg, : pour u,v € V(m), dgr(u,v) est le
nombre d’arétes du plus court chemin dans m reliant u & v.

Théoréme 8 (Bijection de SCHAEFFER) Il existe une bijection entre QF et T, x {-1,1}
telle que si (q,v) «— (t,1,¢), alors, pour tout d € N*,

Hue V(g | dgr(u,v) =d}| = {ue V(1) ] l(u) —minl+ 1 =d}|.

De plus (q,v) «— (t,1,—¢), o G est la méme carte que q enracinée en la retournée de la
racine de q.

On a donc
|Or] =2|T,| = 2.3"Cat,, (3)

car a tout arbre de A,, correspond 3" fonctions d’étiquettes : pour chaque branche, on choisit un
incrément dans {—1,0,1}.
En combinant (1), (2) et (3), on retrouve ainsi le résultat du théoréme 7.

3.2 Construction de la bijection de SCHAEFFER
On explique ici, sans démonstration, comment fonctionne la bijection de SCHAEFFER. On
renvoie le lecteur a ses travaux [16] pour une preuve.

3.2.1 Application directe

Partant d’'une quadrangulation pointée (q,v) € QF, on associe & chaque sommet u une
étiquette I(u) := dgr(u, v) (voir figure 4).

FIGURE 4 — Définition des étiquettes en fonction de la distance au point distingué.



d+1 d+2 d+1 d

d d+1 d d+1

F1GURE 5 — Les deux types possibles de face, simple & gauche, confluente a droite.

Le caractére bipartie de la carte assure le fait que deux points voisins ont des étiquettes
différentes d’exactement 1, on n’a donc que deux types possibles de face (voir figure 5).

On trace alors sur chaque face une nouvelle aréte, en fonction du type de face comme décrit
sur la figure 6. On définit ainsi un graphe plongé sur la sphére. C’est un arbre ®, on I'enracine et
lui associe une valeur de € comme expliqué sur la figure 6.

d+1 d+2
e=-1
d
p d+1 a d+1
d+1 d
e=+1
d
d d+1 d+1

F1GURE 6 — Construction de l’arbre.

Enfin, on définit la fonction d’étiquetage [ en translatant les étiquettes de sorte que la valeur
en le sommet racine de 'arbre soit 1.

P ®
D
© OO
@ O
e=+1

FIGURE 7 — Construction de ’arbre.

5. Ce n’est pas trés dur a voir, il suffit de remarquer qu’il est acyclique et comporte un sommet de plus que
son nombre d’arétes.



3.2.2 Application réciproque

Dans l'autre sens, partons d’un arbre bien étiqueté. On translate les étiquettes de maniére &
ce que la plus petite soit 1. On rajoute un point d’étiquette O dans la face de ’arbre. Ensuite, on
relie chaque coin dans le parcours en profondeur de 'arbre au premier coin suivant d’étiquette
strictement inférieure. Si c’est un coin d’étiquette 1, on le relie simplement au sommet rajouté
(voir figure 8). Enfin, on enracine la carte obtenue en fonction de la racine de I'arbre et de la
valeur de € comme sur la figure 6.

F1GURE 8 — Bijection inverse.
Notons qu’il n’est pas évident, a priori, qu’on puisse dessiner ces arcs sans croisement.
) )

On a ainsi construit deux applications, il faut voir qu’elles sont bien réciproques 'une de
I’autre. Un sens est facile : partant d’'un arbre, on construit une quadrangulation et on retombe
sur le bon arbre. L’autre sens est plus difficile, il faut voir que 'on obtient bien toutes les arétes
de la carte.

Les propriétés énoncées dans le théorémes 8 découlent immeédiatement de cette construction.

3.3 Limite d’échelle
3.3.1 Processus de contour et d’étiquettes des arbres

A un arbre bien étiqueté (t,1) € T,,, on associe les fonctions suivantes, appelées fonction de
contour et fonction d’étiquettes, de [0,2n] dans R définies ainsi (voir figure 9) :
o & un point i € [1,i], C* associe la hauteur du i®™¢ point de I'arbre dans son parcours en
profondeur et L I’étiquette de ce point,
o ces deux fonctions sont interpolées linéairement sur [0, 2n].

ot
@ © © e\ |© ©
0 2’n,
ONOIOIO 0000
)
t
@ @ O\ )& L
0 2
@ () "

FI1GURE 9 — Parcours en profondeur d’un arbre et fonctions associées.
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Soit (ty,l,) uniforme dans T,,. On définit les processus de contour et d’étiquettes par
C":=C% et L":=L'".

On connait le comportement de ces processus pour des grands arbres, c’est-a-dire quand n
tend vers 'infini :

Théoréme 9 (CHASSAING, MARCKERT, SCHAEFFER) On a

Onns nns (107;)
(he) [y N (ST
(2n) Osssl (771)4 0<s<1 el

. ) 2
pour la topologie uniforme sur € ([0,1],R)”, on
o le processus @ est l'excursion brownienne normalisée,
o le processus Z est, conditionnellement a ®, un processus gaussien centré de covariance

CO’U(Z& Zt) - s/\t<12£s\/t Fu-

Le processus Z est appelé téte du serpent brownien dirigé par I’excursion brownienne
normalisée. On renvoie le lecteur & [11] pour plus d’informations sur le sujet.

3.3.2 Profil d’'une grande quadrangulation

Ces résultats peuvent étre transportés sur les quadrangulations, via la bijection de SCHAEF-
FER.
Soit (q,v) € Qp une quadrangulation pointée. Son rayon est défini par

Ra.v = dgr(u,v).
q, ugl‘ﬁl();) gr (U, v)

On définit encore son profil sur N par, pour k € N,
Zqw(k) :==[{u € V()| dgr(u,v) = k}|.

Remarque. Tq,v est laloi de la distance & v d’un point uniforme dans V(q).

_1
n+2
Soit (q,,, v, ) uniforme dans Qf, on définit les processus rayon et profil :
Rn=Rq,v, et Ln=1I4 o,
Théoréme 10 On a

(loi)

o —) ———> Ro  dans R, avec Ry := maxZ — min Z,
n — oo [071] [071]

I, (n ) (l0i)
n+2 pooo
0l Zoo est la mesure aléatoire sur Ry définie par

Zoo  pour la topologie de la convergence faible,

1
Z(9) Z/ dtg (Zt—minZ) pour g > 0.
0 (0,1]

)

Ce théoréme montre en particulier que la taille typique d’une grande quadrangulation est ni
et donne la loi de la répartition des points dans la carte.
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3.3.3 Topologie de Gromov-Hausdorff

On regarde a présent les cartes aléatoires comme des espaces métriques aléatoire et on s’inté-
resse a ce qu’il se passe lorsque la “taille” devient grande. Il nous faut donc une topologie sur les
espaces métriques, la plus adaptée est la topologie de Gromov-Hausdorff. On renvoie le lecteur
au livre de Mikhail GROMOV [8] pour plus de détails.

Pour comparer deux compacts K et K’ d’un espace métrique (Z, ), il est naturel d’introduire
la distance de Hausdorff (voir figure 10) :

TE

ou(K,K') := max{maxé(:t,K'), max (5(:10',K)} .
K ' eK’

FiGURE 10 — Distance de Hausdorff.

On considére les espaces métriques a isomorphisme prés, notons [X,d] la classe d’isomor-
phismes de l'espace métrique (X, d) et définissons

CM := {[X,d], (X, d) métrique compact} .
On le muni de la distance de Gromov-Hausdorff dg g définie par :

dau ([X7 d]v [X/v d/]) = inf, . OH ((p(X), @(X/))v
(Z,8) métrique

p: (X,d) — (Z,0)
O (X, d)— (Z,0)

ot la borne inférieure est prise sur tous les espaces métriques (Z, ) et tous les isomorphismes
v: (X, d)— (Z,0) et ¢ : (X', d)— (Z,0).
On a alors le théoréme suivant (c.f. [8]) :

Théoréme 11 L’application dgy est une distance sur CM et (CM,dgp) est un espace polonais.

Remarque. Il existe des fagons plus agréables de caractériser la distance de Gromov-Hausdorff,
notamment, & ’aide de correspondances que 'on utilisera souvent en pratique.

3.3.4 Limite d’échelle

Un des grands problémes actuels est de comprendre la limite d’échelle des quadrangulations
aléatoires. Grace & un argument de relative compacité, Jean-Francois LE GALL a récemment
démontré existence d’une limite d’échelle, le long d’une sous-suite. On renvoie le lecteur a [12]
et [13] pour les preuves de ces théorémes.

Théoréme 12 (LE GALL) Soit q,, € Q,, uniforme parmi les quadrangulations de la sphére a
n faces.

Alors l’espace métrique (V(qn),n_l/‘ldgr) tend en loi pour la topologie de Gromov-Hausdorff,
le long d’une sous-suite, vers un espace métrique aléatoire limite, noté (S, D).
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On connait certaines propriétés de Pespace limite (S, D) :
Théoréme 13 (LE GALL) La dimension de Hausdorff de (S, D) est p.s. 4.

Théoréme 14 (LE GALL, PAULIN) L’espace (S, D) est p.s. homéomorphe a la sphére unité
de R3.

Il est amusant de mettre en paralléle ces deux théorémes : p.s. (S, D) est homéomorphe a la
sphére de R? et est de dimension de Hausdorff 4. Bien siir, ceci n’est pas du tout contradictoire,
on obtient des propriétés similaires avec les courbes fractales.

Généralisation

Les techniques exposées tout au long de cette présentation sont trés robustes, on peut les
adapter & divers problémes. Les méthodes de comptage par séries génératrices ont beaucoup
d’applications qui dépassent largement le cadre des cartes.

La bijection de Schaeffer se généralise bien en genre supérieur (c’est-a-dire g > 1), elle s’établit
entre les quadrangulations biparties de genre g et les g-arbres — cartes a une seule face, encore
appelées cartes unicellulaires, de genre g.

On peut aussi établir une bijection entre les cartes planaires biparties et les mobiles bien
étiquetés (notion généralisant les arbres bien étiquetés) : cette bijection, dont le principe est le
méme que celle de Gilles SCHAEFFER, est due a Jérémie BOUTTIER, Philippe DT FRANCESCO et
Emmanuel GUITTER [3].
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