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Introduction

Au cours de ce mémoire, nous présentons le modéle de percolation de premier passage sur Z,
d > 2. Nous supposons que la famille des temps d’aréte a une loi invariante par translation et est
ergodique (pour les translations). Nous établissons, dans le cas oil les temps 7(0, u), u € Z¢, sont L,
I’existence des constantes de temps, et démontrons une version du théoréme de forme asymptotique
(théoréme 1.4.1) en supposant de plus que les temps d’aréte sont bornés.

Dans un second temps, nous nous intéressons plus particuliérement aux coloriages aléatoires
(indépendants) de Z<¢, d > 2. Nous montrons tout d’abord la continuité de la constante de temps
en fonction de la loi des couleurs quand chaque couleur apparait avec une probabilité strictement
inférieure a U'inverse de la constante de connectivité du réseau (théoréme 2.2.3).

Ensuite, nous regardons un critére de distinction entre les deux cas du théoréme de forme
asymptotique, & savoir qu’on a une “vraie” forme asymptotique (i.e. différente de R tout entier) si
et seulement si chaque couleur apparait avec une probabilité strictement inférieure a p.(Z<, site)
(théoréme 2.3.6).

Enfin, nous étendons la suffisance de ce critére au cas des coloriages aléatoires dépendants,
lorsque la famille de couleur a une loi invariante par translation et est ergodique (théoréme 2.4.1).

Nous finissons par quelques illustrations de simulations informatiques de coloriages aléatoires
de 72



Chapitre 1

Percolation de premier passage

Nous définissons au cours de ce chapitre le modeéle de percolation de premier passage sur Z,
d > 2, faisons le lien avec celui des coloriages aléatoires, et démontrons les théorémes généraux
d’existence des constantes de temps et de forme asymptotique.

Nous finissons ce chapitre en donnant (sans démonstration) le théoréme de continuité de la
constante de temps dans le cas standard.

1.1 Modéle général

La percolation de premier passage a été introduite en 1965 par J. M. HAMMERSLEY et D. J. A.
WELSH pour modéliser la propagation d’un fluide & travers un matériau poreux. Le matériau est
modélisé par un graphe dont les arétes nécessitent plus ou moins de temps pour étre traversées par
le fluide. Deux questions se posent alors : “Quand un sommet donné sera-t-il atteint 7’ et “Comment
évolue la zone imprégnée 7”.

Ici, on considére le graphe (Z4,E%) dont les sommets sont les points de Z? et dont ’ensemble
d’arétes est
E? := {(u,v) € Z x Z%; |u —v| = 1},

ot | - | est la norme 1 de R? (pour z = (1,22, ..., 2q4) € R%, || := 320 |24]).
Le cas d = 1 ne présentant pas beaucoup d’intérét, on ne considérera dans ce rapport que le cas
d>2.

A chaque aréte e € E, on associe un temps aléatoire positif ¢(e), appelé temps d’aréte, qui
représente le temps mis par le fluide pour la traverser.

Définition 1.1.1 Soient u et v deux points de Z¢. Un chemin deu d v est une suite (e1, ez, ..., ey)
d’arétes telle que u € ey, v € ey, et pour tout i € [1,n — 1], e; et e;41 ont (au moins) un sommet

. . . r
en commun. Si I’ est un chemin de u a v, on note u « v.

D
A\

FiGURE 1.1 — Représentation de u o v et eremple de chemin non auto-évitant



Définition 1.1.2 Un chemin (e1,eq, ..., e,) est dit auto-évitant si :
— pour tout 1 <i<n—1, e et e nont qu'un sommet en commun,
—pour1 <i<n-—2et3<j<ntelsquelj—i| >1,e; et e; n'ont aucun sommet en commun.
r

Si I est un chemin auto-évitant de u 6 v, on notera u «~ v.

Soit I' = (e1, €2, . .., €,) un chemin, on lui associe le temps de passage

n

()= Z t(ei),

i=1

qui représente le temps mis par le fluide pour parcourir ce chemin.

Enfin, pour u et v des points de Z¢, on définit le temps de voyage de u & v par

T(u,v) := inf T(T) = ilgf T(T).

T
U»v —
U~V

C’est le temps nécessaire au fluide pour se propager de u & v.
Définition 1.1.3 Si un chemin u «v v vérifie
() =T(u,v),

on dit que c’est une route de u a v.

Pour simplifier certains résultats, on étend la notion de temps de voyage & R? tout entier. Pour
cela, on associe de facon déterministe a tout point z € R? un point 2* € Z? qui minimise la
distance |z — 2*|. En d’autres termes, on associe & x le point de Z¢ le plus proche, avec des régles
déterministes pour départager en cas d’égalité. Ensuite, on définit naturellement, pour z,y € R?,

T(x,y) :=T(a", y").

On a alors la proposition suivante, simple mais trés utile.
Proposition 1.1.4 (Inégalité triangulaire) Quels que soient x, y, z dans R%, on a linégalité :
T(z,2) <T(2,y) +T(y, 2).
Preuve. Ona
T(z,z) = T(z*,z%)
= inf{T(F) | z* «gv»z*}
< inf{T(F) | &* @ 2,y € F}
= inf{T(F1 -T2) | z* «liisy*,y* «lzg»z*}

= inf{T(Fl) +T(T2) | z* Ef\lﬂy*,y* ervg»z*}

= inf{T(Fl) | z* L%y*} +inf{T(F2) | y* 5&2*}

= T(z*y")+T(y", z")
= T(z,y)+T(y,2),

ot on a noté I'y - I'2 la concaténation des chemins I'y et I'a, c’est-a-dire que si I't = (e1,...,ex), ['2 = (f1,..., fi),
. R . o r
alors T'1 - T := (e1,..., ek, f1,..., f1). Bien sir, I'; - T'2 ne peut exister que s’il existe u, v, w € Z¢ tels que u v et
r ..
v «% w comme c’est le cas ici. O



Le premier point de vue consiste donc & regarder les quantités 7(0, ) pour un u € Z% donné (le
point 0 étant origine de Z4, i.e. (0,0,...,0)).
Le second consiste & s’intéresser a la zone imprégnée au temps ¢t € R si le fluide part de 'origine,
c’est-a-dire &
B(t) := {ueZ® | T(0,u) <t}.

Pour simplifier les résultats concernant le comportement asymptotique de B(t), on introduit
I’ensemble

d
B(t) := B(t) + [—;,H = {u—i— (x1,29,...,2q4) | u € B(t);Vi € [1,d], -

Bty [B(t)

FIGURE 1.2 — Représentation des ensembles B(t) et B(t)

On a alors clairement
5 11 - 1 17¢
B(t) + (—2,2) C{zeRY| T(0,2) <t} CB(t)+ [_27 2} 7

et donc

B(t) ={z eR? | T(0,z) < t}. (1.2)
Et enfin, pour ¢ € [1,d], on notera ¢; 'aréte (0,0,...,1,0,...,0) ot le 1 est en i-éme position.

1.2 Coloriages aléatoires

1.2.1 Définitions et notations

Les modéles les plus standards consistent, & prendre les t(e) i.i.d., ou éventuellement indépendants
dont la loi ne dépend que de la direction de I'aréte!. Au cours de ce mémoire, on s’intéressera plus
particuliérement au modéle de coloriage aléatoire, défini comme suit.

On se donne un ensemble . fini ou dénombrable et une famille (X, ),cze de variables aléatoires
ii.d. a valeurs dans .. 1l faut imaginer les éléments de . comme des couleurs, on colorie donc
aléatoirement les sommets du graphe Z<.

. . d
Pour les représentations, on coloriera souvent tout 1’ensemble u + (—%, %) de la couleur du
point u pour plus de clarté.

1. c¢’est-a-dire qu’il existe un probabilité p (resp. d probabilités 1, p2, ..., 1g) telle que la famille (t(e))eeEd soit
distribuée selon ;L®Ed (resp. pSE@u$E @ ... @ u?E).



-

FIGURE 1.3 — Réalisation d’un coloriage aléatoire de Z>, ./ contient 4 éléments, et les (Xu)uez2 sont
uniformes

Définition 1.2.1 On appelle cluster de ce coloriage toute composante connexe du graphe aléatoire

(24, {{u,v} €E? | X\ = X, }).

FIGURE 1.4 — Ezemple de cluster de la réalisation précédente (figure 1.8) situé dans le quart supérieur
droit

Une fagon de voir les choses consiste & imaginer le coloriage aléatoire comme une “carte géogra-
phique” et les clusters comme les “pays” de cette carte.

Pour n € N, on considére ’ensemble E(n) des points que l'on peut atteindre en partant de
lorigine en traversant au plus n “frontiéres”, ¢’est-a-dire I’ensemble des points de Z¢ tels qu’il existe
un chemin les reliant & l'origine et qui contient moins de n arétes dont les extrémités appartiennent
a des clusters différents.

FIGURE 1.5 — Représentation de B(2) et B(4) pour la réalisation de la figure 1.3

Ainsi, en notant, pour u € Z%, € (u) le cluster (aléatoire) contenant le point u, et pour A C Z¢,
O0A sa frontiére (extérieure), c’est-a-dire

A== {ueZNA|Jve A {uv} €E},
(voir figure 1.6) on obtient immédiatement la proposition suivante.

Proposition 1.2.2 On a :

et, pour tout n € N,

o}
£)
+
N

I
[oof}

u€dB(n)

Remarque. Cette proposition trés simple est trés utile pour programmer des simulations. On
s’en servira au cours de la section 2.5.



FIGURE 1.6 — Représentation de 0A

1.2.2 Lien avec le modéle général

Il s’agit bien d’'un modéle de percolation de premier passage. Les temps d’aréte sont définis,
pour {u,v} € EZ, par
t({u,v}) = Dpx,2x,3-
Ainsi, si on étend naturellement la définition donnée au cours de cette section de B(n) en posant,
pour t € Ry,

B(t) = B ([t)),

on voit aisément que cette définition coincide avec celle donnée lors de la section 1.1.

Remarques.

i. Bien que la famille de variables aléatoires réelles (X,),cza soit i.i.d., les temps d’aréte ne le
sont pas. Ils ont méme loi mais ne sont pas indépendants comme on peut le voir par exemple
en prenant un carré unitaire (figure 1.7). Si trois des arétes ont un temps nul, alors les quatre
sommets du carré sont de la méme couleur et le quatriéme temps est nécessairement nul.

ii. Néanmoins, deux arétes qui n’ont aucun sommet en commun ont des temps indépendants. Cette
remarque sera utilisée plus tard.

FI1GURE 1.7 — Les temps d’aréte ne sont pas indépendants

1.3 Constantes de temps

1.3.1 Théoréme sous-additif

On aura besoin par la suite d’un résultat général, le théoréme sous-additif ergodique. On en
donne sans démonstration une version due & Thomas M. LIGGETT [13]. La version originale de ce
théoréme, due & John KINGMAN [12], aurait été suffisante pour son application a la percolation de
premier passage, mais la version de LIGGETT est un peu plus précise.

Théoréme 1.3.1 (sous-additif ergodique) Soit (X"”v”)0<m<n une suite de variables aléatoires
réelles telles que : a

V0<m<n, X()yn < XO,m + Xm,n (13)
la loi jointe de (Xknik),~,; ne dépend pas de k, pour k >0 (1.4)
pour tout k > 1, <X’m=’f(”+1))n>o est un processus stationnaire> (1.5)

2. Un processus (Yn)nen est dit stationnaire si pour tout k et r entiers et pour tout choix d’entiers n1, no, ...,

(loz)
N, ON & (Yn1+k7Yn2+k7 s :anJrk) = (Ynl’ Yng,--. s Yo,



E[X{] <oo et FceR|Yn>1,E[Xon]> —cn (1.6)

Alors
E [Xo.n .. E[Xon
lim E[Xon] existe et vaut v := inf E [Xo] (L.7)
n—oo n neN* n
. )(On . 1
X = lim —— eziste p.s. et dans L™ et E[X] =~ (1.8)
n—oo n

De plus, si les processus définis en (1.5) sont ergodiques®, alors X = p.s.

Remarque. Dans la version de KINGMAN, les hypothéses (1.3), (1.4) et (1.5) sont remplacées
par : quel que soit 0 <1 <m < n, Xin < Xpm + Ximp et la loi jointe de (Xomikntk)y<me, DO
dépend pas de k, pour k > 0. Un exemple est donné dans LIGGETT [13] ot les hypotheéses faibles
sont requises.

1.3.2 Cadre

On se place ici dans un cadre général qui comprend notamment les cas standards définis au
début de la section 1.2.1 et le cas des coloriages aléatoires.

Commengons par quelques définitions et notations. Pour n € N*, on note
Ap = {{u,v} €E? | u,v € [-n,n]*},

Fni=0(t(e),e € \y,),

T g< U 32”) =o(t(e),e € E),

n>1
et enfin
o = | Fn
n>1
A4
0

FI1GURE 1.8 — Représentation de As

Remarque. Ainsi, % est la tribu des événements mesurables par rapport a I’état des arétes de
E?, et o7 est Pensemble des événements qui ne dépendent que d’un nombre fini d’arétes.

Pour u € Z\{0}, on note ¢* la configuration obtenue en translatant ¢ = (t(e)) du vecteur

u, ¢’est-a-dire
(tJr“(e))e.EIEd = (t(e — u))eeEd.

Pour un événement A € .# et u € Z4\{0}, on note encore A** I’événement translaté du vecteur
u, c’est-a-dire

ecEd

ATv = {t | tT € A}.

3. Soit un processus (Yn)nen et application ¢ : (Yn)nen — (Ynt1)nen. Alors (Yn)nen est dit ergodique si
pour tout A € o((Yn)nen) tel que A =~ 1(A) p.s., alors P(A) € {0,1}.



Définition 1.3.2 Un événement A € F est dit invariant par translation de vecteur w € Z% si
AT = A,

Définition 1.3.3 On dit que la famille de temps d’aréte (t(e)).cpe est ergodique si tout événement
mesurable par rapport & F et invariant par translation est de probabilité 0 ou 1.

On peut maintenant expliciter le cadre dans lequel on se place. On suppose simplement que la
famille (¢(e)), s @ une loi invariante par translation (c’est-a-dire que la loi de (t(u + €)) g, ne

dépend pas de u € Z9), est ergodique, et que E [T(0,£1)] < .

Il est clair que les modéles que ’on considére vérifient la premiére hypothése®. La seconde est
un peu plus délicate & montrer, elle fait 'objet de la proposition suivante.

Proposition 1.3.4 Dans le cas d’un modéle de percolation de premier passage standard® ou d’un
coloriage aléatoire, la famille de temps d’aréte (t(e))eeEd est ergodique.

Preuve. Soit A € .7 et u € Z9 tels que AT* = A. Nous procédons en deux étapes.

1) La premiére consiste & approcher A par une suite d’événements (An),>1 mesurables par rapport & un nombre
fini d’arétes (c’est-a-dire appartenant & /). Pour cela, utilisons la martingale fermée E [14 | %] qui converge p.s.
et dans L' vers 14 pour définir

Ap = {]E[IIA | Fn] > %}

La variable aléatoire E [1 4 | %] étant mesurable par rapport & %y, An € %y. De plus, en notant A la différence
symétrique entre deux ensembles®, on a que

laaa, <2.|114—-E[1a | #]l,

car sur I’ensemble A\ Ap,

1
E[]lA|ﬁn]§§
donc
2014 —E[la | %] =20 —-E[la | %)) >1,
et sur A, \A,
1
E[1A|=G/‘n]2§
donc
2014 —E[la | Fnl|=2E[14 | Fu] > 1.
Ainsi,
P(AAA,) <2E[|14 —E[la | #n]]] — 0. (1.9)
n — oo

2) Maintenant, remarquons que si une suite (Bp),>1 vérifie

P(AAB,) —— 0,

n — 0o
alors
P(B,) —> P(A). (1.10)
n — 0o
En effet
P(Bn) = P(Bn\A) + P(A) — P(A\Bn),
et comme

P(AAB,) = P(Bn\A) + P(A\B,) —> 0,

n — oo

chacun des deux termes P(Bn\A) et P(A\By) tend vers 0.

En utilisant le fait que pour X, Y, Z quelconques, on a P(XA(Y NZ)) =P(XUY°UZ) +P(Y N2)\X) <
P(XUY) +P(XUZ)+PY\X) <P(XAY)+P(XAZ), on trouve que

4. Rappelons que ’on a défini au début de la section 1.2.1 un coloriage aléatoire en prenant des variables aléatoires
ii.d.

5. défini au début de la section 1.2.1

6. Par définition, AAB := A\B U B\ A.



P(AA(An NAT™)) < P(AAA,) +P(AAAS™)
= P(AAA,) +P(ATMuAATSY)
= P(AAA,) +P((AAA,) ™)
= 2P(AAA,) —— 0.

n — oo
On a utilisé dans la deuxiéme ligne que AT37% = A_ et dans la quatriéme que la loi des (t(e))eE]Ed est invariante
par translation.
Ainsi, d’aprés (1.10),
3
P(An N A3m)

P(A).

n — oo

Or, Ay, étant dans Zn, An et AF3™ sont indépendants car [—n, n] et 3nu+[—n, n]® n’ont aucun point commun.
Cela est immédiat dans un cas de percolation de premier passage standard car les t(e), e € E4, sont indépendants.
Dans le cas d’un coloriage aléatoire, les (Xu)uEZd étant indépendantes, les arétes qui ne se “touchent” pas ont aussi
des temps indépendants, donc les arétes de A, et celles de 3nu + Ay, ont des temps indépendants.

En combinant (1.9) et (1.10), il vient,

P(A, N ALY = P(A4,)2 —— P(A4)?,

n — oo
et enfin
P(A)? = P(A),

ce qui permet de conclure. O

Enfin, dans le cas de coloriage aléatoire, la troisiéme hypothése est clairement vérifiée car
T(0,e1) < t({0,e1}) < 1. Dans les cas standards, il faut rajouter une hypothése, comme par

exemple, E [¢({0,e1})] < oo. 1l existe des hypothéses plus faibles (voir HOWARD [9] ou KESTEN [11])
mais nous n’entrerons pas dans les détails ici.

1.3.3 Constantes de temps

Avant de g’intéresser au comportement de B(t), on commence par regarder ce qu’il se passe dans
une direction fixée. En 'occurrence, on privilégie la direction de e;.

Pour 0 < m < n, on définit les variables aléatoires
T(m,n) := T(me1,ner)

auxquelles on va appliquer le théoréme sous-additif ergodique (théoréme 1.3.1).

L’inégalité triangulaire (proposition 1.1.4) appliquée aux points 0, me; et ne; nous donne ’hy-
pothése (1.3). Les conditions (1.4) et (1.5) sont vérifiées car la loi de (t(€)).cga est invariante par
translation, donc aussi celle de (T'(u,v))y yezd-

La condition (1.6) est vérifiée en prenant ¢ = 0 car 7(0,1) > 0 et on a supposé E [T'(0,1)] < oco.

Enfin, pour k£ > 1, le processus T'(kn, k(n+1))n>0 est ergodique car les ensembles invariants de
o(T(kn,k(n+1)),n > 0) sont des ensembles de o(t(e),e € E?) qui sont invariants par translation
de vecteur kep, et donc de probabilité 0 ou 1 car on a choisi la famille (¢(e)).cgae ergodique.

On peut donc appliquer le théoréme 1.3.1. Bien str, il est possible de mener le méme raisonne-
ment dans n’importe quelle direction €;, on obtient ainsi la proposition suivante :

Proposition 1.3.5 Soit un modéle de percolation de premier passage tel que la famille de temps
d’aréte (t(e))eega it une loi invariante par translation et soit ergodique. Si E [T(0,¢;)] < oo, alors
il existe un constante p; € Ry telle que
1
T(0,ne;) PS5 L

n n — o0

i -

Définition 1.3.6 Les constantes p; introduites dans la proposiltion précédente sont appelées les
constantes de temps. Lorsqu’elles sont toutes égales, on note p la valeur commune et on la
nomme constante de temps.



Remarque. Dans le cas i.i.d. ainsi que dans le cas de coloriage aléatoire, il est évident que la loi
de T'(0,ne;) ne dépend pas de i, on est donc en mesure de parler de constante de temps au singulier.

1.4 Forme asymptotique

1.4.1 Preuve du théoréme

On g'intéresse & présent a la forme asymptotique de B(¢) définie par (1.1) lorsque t — oco. On
donne ici une version un peu modifiée de la version originale du théoréme de forme asymptotique
de RICHARDSON. La version classique est donnée par exemple dans HOWARD [9] ou KESTEN [11],
mais elle ne s’applique pas directement au cas des coloriages aléatoires. Nous établirons dans ce
mémoire la version due & Y. DERRIENNIC, comme reporté page 259 de KESTEN [11].

Dans une version plus récente due & Daniel BOIVIN, ’hypothése que les (t(€)).cga sont bornés
est allegée (c.f. Boivin [1]).

Théoréme 1.4.1 Soil un modéle de percolation de premier passage tel que la famille de temps
d’aréte (t(e))ecpa @it une loi invariante par translation et soit ergodique. On suppose de plus les
(t(€))ecge bornés. Alors on a :

i. Si pour tout i € [1,d], p; > 0, alors il existe un convexe compact déterministe d’intérieur non
vide By C R%, symétrique par rapport auz hyperplans d’équation x; = 0, tel que, p.s., pour tout
€ > 0, pourt assez grand, on ait

(1 — E)BQ Q

%B(t) C (1+¢)Bo.

i. Si pour tout i € [1,d], u; =0, alors, p.s., pour toul compact K C R?, pour t assez grand, on a
1
K C EB(t)'

Preuve. 1) On commence par établir la convergence radiale, c’est-a-dire de
T(0,n&)
n

pour & dans un ensemble dense de la sphére unitaire. On note C' un majorant des (t(e)),cga (qui existe car il y a au
plus d lois différentes, compte tenu de I'invariance par translation).

Pour u € Z‘i\{O}7 on applique le méme raisonnement qu’a la section 1.3.3, en remplagant €1 par u. Le seul point
qui différe est qu’il faut montrer que E [T'(0, )] est finie, ce qui est évident car

E[T(0,u)] < Clu| < oo.

Ainsi,
T(0, nu)
nfull
converge p.s. et dans L' (ot || - | désigne la norme euclidienne de R%). Cette limite ne dépend que de la direction de
u, o
= Tl

car si v a la méme direction, il existe p et ¢ dans N* tels que pu = qu et
T(0,npu) _ . T(0,nqv)

n—co mpllul|  n=ce ngllv|

Notons u(@) cette limite. Montrons que c’est aussi la limite p.s. et L! de
T(0,ra)
r

quand r tend vers linfini (r réel). Pour cela, il suffit de voir que

Fron = (o] ) < o (o (] ) < | (= [ e < S e g0

et
(o)) = 2 o) 2

[l
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FIGURE 1.9 — Ezemple de cas ot |z —y| < |z" —y

Le +2 du dernier membre de la premiére ligne provient du fait que 7@ n’est pas nécessairement dans Z?, et il se
peut que |z —y| < |z* — y*|, mais on a toujours |z* — y*| < |z — y| + 2 grace a 'inégalité triangulaire (c.f. figure 1.9).
On a ainsi montré la convergence pour I’ensemble

U {L,u c Zd}
[l

dense dans la sphére de R?, que I’on note S~ 1.

2) Maintenant, pour &,7 € S~ !, on a

T(0,rd) T(O,r@)’  Trarg) _ rle—gl+2 _ (‘i,m n 3)

T T T T
donc,
T(0,r%) T(0,79 o
limsup | %78 _ w‘ <Clz—il. (1.11)
r—00 T

L’ensemble U étant dénombrable, on a p.s., pour tout &,9 € U,

() — p(@)] < Cl2 —9l.

Sur ’ensemble de mesure 1 ol ces inégalités ont lieu, la fonction p définie sur U est donc lipschitzienne, on peut
la prolonger & S=1 d’aprés le théoréme de prolongement des applications uniformément continues. On a donc, sur
cet ensemble de mesure 1, que quels que soient &, € S4~1,

() — p(@)] < Cl2 —9l.

De plus, en prenant # € S%~! et une suite (Z,) € UN telle que #, — &, I’équation (1.11) appliquée i & et &,
devient
T(0,rz)

r

lim sup w(@n)| < CJZ — Znl,

T—00

puis en prenant la limite quand n tend vers P’infini, on obtient que, p.s., quel que soit & € S—1,

lim 10, r#) = u(z), (1.12)

7—00 r
3) On va a présent montrer que, p.s.,

[ ()|
lim —pu{—1]| =0
lzll—oo | [l [l

Pour ce faire, fixons € € (0,1), et découpons R% en un nombre fini de “secteurs angulaires” de la maniére suivante :
choisissons &1, &2, ..., Gm € ST tels que

RY = G U B(ady, ag).

i=1a>0

aX

FI1GURE 1.10 — Notations
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Pour x € R, soit &% € {G1,d42,...,0m} tel que

T € U B(ad®, ag),
a>0

a” :=inf{a | z € B(a&",ae)}

et enfin,
a® = a"&”
On a alors les inégalités suivantes :
a® <zl <a®(1+e) et Jz—a® <2ad”. (1.13)
En notant toujours & := \i\l’ il vient,

— ()

‘T(O, )
ll|l

< )T(O,x) _ T(0,a%)
- [l [l

+ \H‘;—H §(6%) — p(6®)

T 07 T x R
’ (0, )_L“(ax)
llzll Izl

+ (&) — p(@)]-

Traitons séparément les quatre parties du membre de droite.
i

‘T(O,m) T(0,a™) T(z,a”) C|£E —a”|+2 2a%e +2 < C2Hx||s+2
[ =l 1= el T [l B [/ — el
donc T T(0. o
limsup’ 0,2) T(0,a%) < 2Ce.
lzll—oo | Il lll
T(0,0")  a” " T(0,07) (0,07
e a . a e i e s
R o B e S \— — @),
(] [l Izl | a a

et comme d’aprés (1.13), a® — oo quand ||z|| — oo, I’équation (1.12) implique que, p.s.,

xT €T

lim sup ’M — Y @) =

lzll—oo | Il |||
a”® a”®
— (") = p(a")| < ‘7 —1].sup p < e sup p,
[|]] (||l gd—1 gd—1

la derniére inégalité résultant de (1.13). La fonction u étant continue sur le compact S4~1, Supga—1 p < 00.
.

1(@") — p(@)] < Cla* — a1 < 0\ [2 (1 - V=) < 20e.

Ainsi, en faisant tendre € vers 0 suivant un ensemble dénombrable, on obtient bien que, p.s.,
T(0,
lim ’Q—u<i>’ =0. (1.14)
lell—oo | [l [l

4) Etudions a présent les propriétés de la fonction u. Pour des raisons pratiques, on I’étend a R? en posant, pour
x € RY,

(@) = [|z[pu(@).
Ainsi, en faisant le changement 7 — r||z||, ’équation (1.12) devient : p.s., quel que soit = € R,

Tim. M = (). (1.15)

Remarquons que, si on choisit une suite (rn)pen de réels telle que rn, — co quand n — oo et telle que tous les
rn et Ty soient dans Z%, on a,

T(0,rny) -~ T(0, ) < T (rnx, rny) (toi) T(0,mn(y — x))
Tn Tn - Tn

wly — ),
Tn n — oo

P
ol —> désigne la limite en probabilité.

Le fait que rnx et Ty solent dans Z% assure I’égalité en loi par invariance par translation de la loi des arétes.

(lo)
Sans cette hypothése, on pourrait se trouver dans un cas ou T'(z,y) # T(0,y —

x), sl (y —x)* # y* — z*, comme
le montre la figure 1.11.

Par suite, en prenant la limite en probabilité dans I’équation précédente, on obtient que p vérifie I'inégalité
triangulaire : p.s., pour tout z,y € R?,

lu(y) — p(@)] < ply — ). (1.16)

12
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v-¥

FiGURE 1.11 — Ezemple de cas ot (y — )" #y* — a”

De plus, l'invariance par translation implique que, quels que soient (z1,z2,...,zq) € RY,

T(0, (1,22, .-, 2q)) (te?) T(0, (£x1, £x2, ..., £24)),

sauf éventuellement pour les points “critiques” dont une coordonnée appartient & Z + % Cependant, il est possible
de choisir les régles de définition de z* de telle facon que ce ne soit pas le cas.
Dans tous les cas, pour un (z1,z2,...,2q) € R? fixé, en choisissant une suite (7 )nen convenable qui évite ces

points, on obtient
w(z, x2,...,xq) = p(L£z1, £xo,. .., £xg). (1.17)

Les équations (1.16) et (1.17) impliquent les propriétés suivantes :

i. Si pour tout ¢ € [1,d], p; > 0, alors
inf > 0. (1.18)
P

ii. Si pour tout ¢ € [1,d], pu; = 0, alors
©w=0. (1.19)

En effet, s'il existe (z1,x2,...,24) € S?1 tel que ,u((zl,zg, .. ,zd)) = 0, alors soit ¢ € [1,d] tel que z; # 0,
on a

1
pi = pleq) < 3] (p((z1, 22, .. @im1, @il Big1s - -5 2a)) + (=21, =22, ..., —@ie1, |@5|, —Tig1, ..., —2q))) =0,
k3

et pour tout (x1,x2,...,xq) € R,

d
p((@r, @2, 2a)) < |wilp-
=1

5) On est maintenant en mesure de conclure. Dans le premier cas, définissons
Bo = {az | u(x) <1} = {Az | Mu(#) < 1}
C’est un convexe : Si z,y € Bo, A € (0,1), d’aprés (1.16),
p(Az + (1= Ny) < pz) +p((1 = Ny) = (@) + (1= Np(y) < 1.

C’est un compact d’intérieur non vide compte tenu de (1.18), symétrique par rapport aux hyperplans d’équation
x; = 0 & cause de (1.17). Notons
m = inf p > 0.
gd—1

Plagons nous sur I’ensemble de mesure 1 sur lequel (1.14) a lieu. Soit € > 0. Montrons que pour ¢ assez grand,
on a L
(1-¢)Bo C ;B(t) C (1+4¢€)Bo.
Pour n dont on fixera la valeur ultérieurement, il existe M € R tel que, dés que ||z| > M,

(@) = nllel] <T0,) < p(@) + nllll- (1.20)

a) (1—¢)tBo C B(t) :

Soit (1 — e)tA& € (1 —€)tBo, on a donc Au(z) < 1. Montrons que
T(0,(1—e)taz) <t
pour t assez grand. Cela suffira étant donné la définition (1.2) de B(t).
Prenons pour 7 la valeur me. Alors, si
1

A< et t>20,
Sici-o ° =

13



il vient . ;
T(0,(1—e)tAz) < C[(1—e)tAz| +1] < 3 + 3= t,

compte tenu de la majoration grossiére |2| < 2.
Et si

alors

et
T(0,(1—e)tAd) < L —e)tdu(@)+ n 1—e)t X <(1-e)t<t,
N——
<1 me <m~—1

d’apres (1.20).

b) (H—ls)tB(t) C By :

Soit ﬁ € mB(t). Alors on a T(0,z) < t+ 2C. En effet, il se peut que z € dB(t) auquel cas, on n’a pas

nécessairement z* € B(t), mais on a tout de méme z* € B(t + 2C) (voir figure 1.12).

X X

B(0)

FIGURE 1.12 — Ezemple de cas ou =* ¢ B(t)

Montrons que pour 1 bien choisi et ¢ assez grand,

D’aprés (1.20), pour ||z|| > M (qui dépend encore pour 'instant de n) et ¢ > %,

[l] . 1 (@) 1 1 142
M(I)S(lJrE)tmT(O’I)S(Ura)t T t+20)< : <L

= 777 =
(1+e)t A+e)(1—-E)
pour 7 fixé, suffisamment petit.

n
m

Alnsi, p.s, pour t assez grand, les inclusions a) et b) sont vérifiées, ce qui permet de conclure pour le . du
théoréme.

6) Passons au deuxiéme cas, supposons que pour tout ¢ € [1,d], p; = 0. Alors d’aprés (1.19), la fonction p est
identiquement nulle.

On se place encore sur ’ensemble de mesure 1 sur lequel (1.14) a lieu. Soit K C R? un compact. Il existe A € R
tel que K C B(0, A). Soit « € K, montrons que

T(0,tx) <t,
ce qui suffira pour conclure comme dans le cas a) précédent.
Si L
z|| £ — et t>2C
lall < 15 > 2C,
on a

T(0, tz) < C(tlz| + 1) < Ct2||z|| + C < t.

Sinon on choisit n = % dans (1.20), et pour
1
|z > — et t>4CM,
4C

alors
lltz| > M,
et (1.20) implique

[l

T(0,ta) < alital] < 2 £ <.

On a ainsi, p.s., quel que soit K C R? compact, pour ¢ assez grand, K C %B(t), ce qui achéve la preuve de ce
théoréme. 0
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1.4.2 Encadrement de B,

D’une certaine maniére, dans le cas ii. du théoréme 1.4.1, la forme asymptotique est R? tout
entier. On s’intéressera ici seulement au cas i., ¢’est-a-dire lorsque pour tout ¢ € [1,d], u; > 0.

On sait déja d’aprés le théoréme que By est convexe compacte d’intérieur non vide et symétrique
par rapport aux hyperplans d’équation x; = 0.
Elle a été définie au cours de la preuve par

Bo = {z | p(z) <1}.

On a donc, pour z € R\{0},

(@) p(z)
ou
P
[l
Mais comme on a, pour i € [1,d],
Hi = :u(el)a
il vient, pour ¢ € [1,d],
1 1
B() N (Rv&,) = |:—, :| .
Hi [

De plus, par convexité et symétrie, on obtient un encadrement de By, & savoir

d
{(I17I27...,1}d) ERd ‘ Z|ILL11}7| < 1} - BO - {(.’,El,l‘g,...,l‘d) € Rd | sup |[LLI,| < 1} .

Pl 1<i<d

FI1GURE 1.13 — Encadrement de By, on a A C By CC

C’est-a-dire, si on appelle M la matrice diagonale

- 0 0
1251
0o L 0 0
H2
M := ' ,
0
0 .o 0o L
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alors
M.BH C By C .Z\/[.B”.HM,

ou
B ={zeR||z| <1} et By, :={zeR||z]o <1}

Dans le cas ou toutes les constantes de temps sont égales, on a alors simplement

1 1
B EBo S By
p o

1.5 Continuité de la constante de temps et critére de distinc-
tion dans le cas standard

Nous donnons sans démonstrations au cours de cette section quelques résultats concernant le
cas standard. Le second chapitre de ce mémoire sera consacré & des résultats similaires pour les
coloriages aléatoires.

1.5.1 Percolation classique sur Z¢

Rappelons briévement ici quelques résultats de percolation. Pour plus de détails, voir GRIM-
METT [8].
Percolation par arétes

Soit p € [0,1]. On se donne une famille de v.a. i.i.d. (X.).cg: de Bernoulli de paramétre p. Une
facon de voir les choses consiste & imaginer qu’on “efface” les arétes de E? indépendamment avec
probabilité 1 — p (on ne garde que les 1). Si X, = 1, on dit que e est ouverte, si X, = 0, on dit
que ¢ est fermée.

Une des principales préoccupations de la percolation est de voir si le graphe aléatoire

(Zd, {e cEl| X, = 1})

aura ou non une (ou plusieurs) composante(s) connexe(s) infinie(s). Le théoréme répondant & cette
question est le suivant (voir GRIMMETT [8]).

Théoréme 1.5.1 Il existe p.(Z4, aréte) € (0,1) tel que
i. pour tout p < p.(Z%, aréte), il n'existe p.s. pas de composante connexe infinie,

i. pour tout p > p.(Ze, aréte), il existe p.s. une unique composante connexe infinie.

Remarque. Ce théoréme ne dit pas ce qu’il se passe pour p = p.(Z?, aréte).

Percolation par sites

Soit p € [0,1]. On se donne une famille de v.a. i.i.d. (X,)ueze de Bernoulli de paramétre p. Il
s’agit maintenant d’effacer les points de Z¢ indépendamment avec probabilité 1 —p. Si X, =1, on
dit que u est ouvert, si X, = 0, on dit que u est fermeé.

On s’intéresse aux liaisons entre les points de Z? : on dit que u et v sont reliés s’il existe un

chemin u v v qui ne passe que par des sites ouverts. On notera alors u «w v.
Définition 1.5.2 Pour tout u € Z%, on définit le cluster (de percolation) de u, par I’ensemble

Clu) == {v e 2| u e v}. (1.21)

7. Si (x1,22,...,24) € RY, on note ||(z1,z2,...,24)|co = SUp;<;<q |%i| sa norme infinie.
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Les clusters sont les composantes connexes du sous-graphe aléatoire de (Z?, E9) suivant :

({uEZd | Xuzl},{{u,v}eEd|Xu:Xv:1}).

En d’autres termes, cela revient 4 considérer un coloriage aléatoire de Z¢ avec . = {0,1} et
p1 = p. Alors u e~ v si et seulement si X, =1 et T'(u,v) = 0.
Pour u € Z4, son cluster de percolation C(u) peut étre reli¢ a son cluster de coloriage aléatoire

% (u) par la relation
C(u) siX,=1
C(u) :{ A p (1.22)

La encore, on regarde les clusters infinis (c.f. GRIMMETT [8]).

Théoréme 1.5.3 Il existe p.(Z2, site) € (0,1) tel que

d

i. pour tout p < p.(Z%, site), il n'existe p.s. pas de cluster infini,

ii. pour tout p > p.(Z, site), il existe p.s. un unique cluster infini.

Remarque. Comme pour le cas de la percolation par arétes, on ne sait pas ce qu’il se passe pour
_ d
p = p.(Z°, site).

Citons encore un théoréme que l'on utilisera par la suite (voir GRIMMETT [8] pour la preuve) :

Théoréme 1.5.4 (Moments du cardinal d’un cluster en régime sous-critique) Pour tout
p < pe, pour tout n €N, on a

E[|IC(0)|"] < 0.
1.5.2 Percolation de premier passage par arétes

On se place ici dans le cas standard ou les t(e) sont i.i.d. Si les t(e) suivent la loi U, notons

wU)

la constante de temps associée (qui est unique en vertu de la derniére remarque de la section 1.3.3).
J. Theodore CoX et Harry KESTEN démontrent dans COX KESTEN [5] (théoréme 3) le théoréme
suivant que nous énoncons sans preuve.

Théoréme 1.5.5 Soit une suite de lois de probabilité (Uy,)nen qui tend faiblement vers la probabi-
lite U. Alors

1(Un) = p(U).

En d’autres termes, p est continue pour la topologie de la convergence faible.

Harry KESTEN prouve dans KESTEN [11] le théoréme suivant, permettant de savoir dans quel
cas du théoréme de forme asymptotique on est.

Théoréme 1.5.6 Soit un modéle de percolation de premier passage standard. Alors

pw>0  sietseulement si  P(t(e) = 0) < p.(Z%, aréte).
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1.5.3 Percolation de premier passage par sites

Plutot que de se donner des temps d’aréte, c’est-a-dire considérer que traverser une aréte prend
un certain temps, on peut aussi envisager le modéle qui consiste & se donner des temps de site,
c’est-a-dire considérer que c’est la traversée d’un site qui prend du temps.

Ainsi, on se donne une famille de v.a. (t(u)),, cza €t on définit le temps de passage du chemin
I'= (613627"'76l) par
M) = > tuw),
ueUi{:l e;
et toujours le temps de voyage de u & v par

T(u,v):= inf T(T).

u«ENU
Ce modéle est trés utile dans ’étude des coloriages aléatoires car on peut de temps en temps
s’y ramener par comparaison comme on le verra au cours du second chapitre. C’est pourquoi on
lintroduit briévement ici.
On retrouve alors les mémes résultats que ceux énoncés au cours de ce chapitre, & savoir 1'exis-

tence de la constante de temps, que l'on notera ji pour éviter toute ambiguité, et le théoréme de
forme asymptotique. De plus, on a ’analogue des théorémes 1.5.6 et 1.5.5, & savoir :

Théoréme 1.5.7 Soit une suite de lois de probabilité (Uy,)nen qui tend faiblement vers la probabi-
lite U. Alors

i(Un) — i(U).
En d’autres termes, [i est continue pour la topologie de la convergence faible.
Théoréme 1.5.8 Soit un modéle de percolation de premier passage standard par site. Alors

>0 siet seulement si P(t(u) = 0) < p.(Z, site).
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Chapitre 2

Application aux coloriages aléatoires

Nous commencons ce chapitre en reformulant le théoréme de forme asymptotique pour les co-
loriages aléatoires. Dans un premier temps, nous nous intéresserons & la continuité de la constante
de temps. Dans un second temps, nous donnerons un critére de distinction du cas ¢ = 0 du cas
@ > 0. Et dans un troisiéme temps, nous étendrons ce résultat au cas ou les coloriages ne sont plus
nécessairement, indépendants.

2.1 Rappel des principaux résultats

Dans le cas d’un coloriage aléatoire, on a montré au cours de la section 1.3.3 que la constante de
temps p € R, était bien définie. La proposition 1.3.4 permet 'application du théoréme 1.4.1 que
I’on reformule ici.

Théoréme 2.1.1 (de forme asymptotique) Soit un modéle de coloriage aléatoire. Notons u la
constante de temps associée.
Alors deuz cas sont possibles :

i. Soit p1 > 0, et il existe un conveze compact déterministe d’intérieur non vide By C R?, symé-
trique par rapport auxr hyperplans d’équation x; = 0, tel que, p.s., pour tout € > 0, pour t assez
grand, on ait

(1 - E)BO g

%B(t) C (1+¢)Bo.

ii. Soit p =0, et, p.s., pour tout compact K C R?, pourt assez grand, on a
1
K C gB(t).

Remarques.

i. Pour tout n € N, on a

donc dans la cas p > 0, on aura B|,| C By.

ii. SI’l y a un cluster infini d’une certaine couleur, alors au bout d’un certain temps, B(t) n’est
plus borné et on est donc dans le cas ot p = 0.

2.2 Continuité de p

2.2.1 Restriction aux chemins “courts”

On s’intéresse maintenant a la dépendance de p en fonction de la loi des (Xy,),ez¢. On commence
tout d’abord par démontrer un lemme.
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Lemme 2.2.1 Pour tout n € N* et 0 < k < I, définissons les variables'
T, (k,1) := inf {T(r); key aw ey, |0 < n(l - k)}.
Alors il existe des constantes i1, fio, ... € Ry telles que pour tout n € N*,

Tn((),k) p-S., Ll
k Hn-

k — oo

De plus
e

lorsque n — oo.

Remarques.

i. On se restreint ainsi aux chemins “courts”, dont la taille croit au plus linéairement en fonction
de la distance & parcourir.

ii. Le point important de ce lemme est la convergence de u,, vers u lorsque n — oo.

Preuve. 1) On peut appliquer a la famille de variables aléatoires (Ty (k, l))0<k<l
dique en suivant le schéma de la section 1.3.3 pour obtenir Iexistance des constantes u, € Ry telles que

le théoréme sous-additif ergo-

To(0,k)  P-So Lt
k

Hn-
k — o0

Le seul point a vérifier qui différe légérement est la sous-additivité : pour k € N, [ € N*,
Tn(0,k+1) < Tn(0,k) + Tn(l, k +1).

Pour cela, on procéde de la méme fagon que pour l'inégalité triangulaire (proposition 1.1.4) en remarquant
simplement que la concaténation d’un chemin de longueur au plus nk reliant 0 & ke1 avec un autre de longueur au
plus nl reliant ke1 a (k 4 1)e1 relie bien 0 & (k 4 I)e1 et est de longueur inférieure & n(k + 1) donc on doit le prendre
en compte dans infimum qui définit 75, (0, k +1).

2) 11 est clair que pour k € N* fixé, la suite (Tn(O, k))neN* est décroissante puisque ’on autorise de plus en plus
de chemins dans I'infimum. Ainsi, la suite (tn)nen* est elle-méme décroissante.

11 ne reste donc qu’a vérifier que

= inf .
B ng%*un
L’équation (1.7) montre que
. E[Tn(0,k)] E[T(0, ke1)]
* - f 0 — | L S R VS B
Vn € N*, un klenN* A et o oinf, .
Il s’agit donc de prouver que
ing E[Tn(0,k)] = E[T(0,ke1)], (2.1)
nEN*

car alors

. 1 . 1 . . 1 .
n= klenl\ﬁ* E]E [T(0, ke)] nf inf . E[T,(0,k)] = inf inf N E[T,(0,k)] = nléll\f;* M-

= keN* nens neN* keN*
Or, pour n et k € N*,
Tn(0,k) > T(0, ke1), (2.2)
ce qui donne
inf E[T,(0,k)] > E[T(0, ke1)] .
neN*
De plus, compte tenu de (2.2), on a

E[T.(0,K)] < E[T(0,ke1)] +E [T0(0, k)L {7(0,ke1 )< T (0,k)}]
E[T(0, ke1)] + kP(T(0, ke1) < T (0, k),

A

car les temps d’aréte sont bornés par 1 et le chemin “direct” I' = ({0,e1},{e1,2e1},...,{(k — 1)e1,ke1}) relie 0 &
ke et est de longueur k < nk donc Ty, (0,k) < T(T') < k.

Mais comme tout chemin a un temps de parcours entier, compte tenu du fait que les variables t(e) sont & valeurs
dans {0, 1}, il existe une route (aléatoire) v, de 0 a keq, c’est-a-dire un chemin dont le temps de parcours réalise
Pinfimum qui définit T'(0, ke1), c’est-a-dire que

T(0,ker) = T(vg)-

1. Pour tout ensemble A, on note |A| son cardinal.

20



Par suite, pour n assez grand, |vx| < nk et T (0,k) = T(0,ke1), et p.s.
Tn(0,k) | T(0,ker),

quand n — oo.
Ainsi, par convergence monotone,
P(T(0,ke1) < Tn(0,k)) | 0,
quand n — oo.
Et enfin,

.léle* E [T, (0,k)] <E[T(0,ke1)] + kP(T(0,ke1) < Trm(0,k)) ——> E[T(0, ke1)],

m — OO

dou (2.1). O

2.2.2 Continuité des pu,
On introduit & présent quelques notations. Soient
s=|S] et Y:{si,ie[[l,s]]},

avec la convention que [1,s] = N* si s = 0.
On note encore

P(‘y) = (p17p27~'-;ps)€[071]5ﬁ | zplzl 3
1=1

de sorte que P(.¥) s’identifie canoniquement & I’ensemble des mesures de probabilité sur .7.
On munit P(.¥) de la distance de la norme infinie, ¢’est-a-dire que si p = (p1,p2,...,ps) €t
q=(q1,92,---,qs) sont dans P(.¥), on pose

Ip—q|l:= sup |pi—qil
i€[1,s]

Sip=(p1,p2,...,ps) € P(F), et si X,, suit la loi

s
Zpi(ss,;v
i=1

on notera u(p) la constante de temps associée, et pour n € N*| 1, (p) les constantes introduites
dans I’énoncé du lemme 2.2.1.

Proposition 2.2.2 Pour tout n € N, 'application
p = a(p)

est continue.

Preuve. 1) L’idée est de procéder par couplage. On se donne une famille de v.a. (Uu)yeza id.d. uniformes sur
[0,1] et, pour p = (p1,p2,-...,ps) € P(F), on définit pour tout u € Z%

S
(p) _ )
X’ = Z 8il{pot.c.4pi 1 <Uu<pit-..pi}s
i=1

avec la convention que pg = 0.

Ainsi,
s ®z?
() (Lod) .
() yepa = (we)
=1
2) Fixons p = (p1,p2,...,ps) € P(7). On va montrer la continuité en ce point.

Fixons 6 > 0. On va commencer par montrer que si ¢ € P(.¥) est suffisamment proche de p, alors pour tout
u € 72,
P(XP # X)) <.
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Pour cela, commengons par fixer S € [1, s] tel que, si s < 00, S =s, et si s = oo,
> n<y
pi =
i=S41 2
Alors si

ol < =
lg pl_4S,

5 5
P (Xf}’) + Xfﬂ)) <s (2B> +5 =6

On a majoré par la probabilité que U, tombe autour des S premiers points p1 + ...+ p; & moins de % ou aprés
le point p1 + ...+ ps (voir figure 2.1).

on a

I
Ss x—z((_(
I
S o
S oe—
S| —m=«
28 28 28 28 38
4S 4S 4S 4S 2
i e N
0 1
Po Py P1+P2 P1+P2P3 Pyt...¥Ps
o 0 OtQx  OitQptds Qit...+0s

FIGURE 2.1 — Représentation des lois de Xﬁp) et Xz(ﬂ)

3) Fixons € > 0 et § > 0. Soit encore p’ € P(¥) tel que
P(xP + x7) <.

Pour n et k € N*, notons Ty (0, k) et T}, (0, k) les variables définies au cours de I’énoncé du lemme 2.2.1 associées
respectivement aux configurations

X = (X{[”)ugzd et X' = (Xff’/))

Si on appelle 75 un chemin tel que
T (0, k) = T(73),

alors v est mesurable par rapport a o(X) et
k
P (T} (0,k) > Tn(0,k) +ck | X) < P (X’ différe de X en au moins {%J points de ¥ | X)
< CLEk/QJ 5\_sk/2j
= %4

n

oIkl 5 -1

< % (2"5%)k

IA

Ainsi, pour n et k € N*,
P (T,(0,k) > Tn(0, k) + k) < % (2"5%)'“ .
Donc si § < 27%, le lemme de Borel-Cantelli implique que, p.s. pour k assez grand,
T)(0,k) < Ty (0,k) + ek.
En appliquant le méme raisonnement en changeant les roles de p et p’, on trouve que, p.s. pour k assez grand,
IT},(0,k) — Tn(0, k)| < ek,

et donc
ln(p) — un ()] <,

ce qui permet de conclure.

Corollaire. L’application

est semi-continue supérieurement.
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Preuve. Ceci découle immédiatement du lemme 2.2.1 et de la proposition 2.2.2 car application u est un infimum

O

de fonctions continues.

2.2.3 Continuité de u

Passons maintenant au résultat principal de cette section. Commencons par rappeler un résultat
classique sur le nombre de chemins auto-évitants qui partent de l'origine. Si on appelle a,, le nombre
de chemins auto-évitants issus de 0 de longueur n, alors en coupant un chemin de longueur m + n
en un chemin de longueur m et un autre de longueur n, on obtient que

Umtn < Gy,

et donc en appliquant le lemme sous-additif on obtient 'existence d’une constante A > 0 telle que

A= lim a!/™ = inf a}/™.
n— 00 neN

Cette constante est appelée constante de connectivité du réseau.

Remarques.

i. On peut minorer simplement a,, par le nombre de chemins de longueur n issus de 0 qui ne vont
que dans une direction donnée (par exemple vers la droite et vers le haut en dimension 2), ces
chemins étant nécessairement auto-évitants, donc

d" < a,.

On peut majorer a, par le nombres de chemin de longueur n issus de 0 qui ne “reviennent
jamais sur leur pas”, c’est-a-dire qui n’ont pas deux arétes consécutives égales, d’ou
) )

an < 2d(2d —1)"7,

et donc
d< A<2d-1.

ii. Il existe des encadrements plus fins de la constante A, mais sa valeur exacte n’est connue que
dans le cas trivial de la dimension 1 ou A = 1.

Théoréme 2.2.3 L’application

{peP(&)|bl<3} — Ry
p = u(p)

est continue.

Preuve. 1) Commengons par traiter le cas s < oo. Soit 0 < a < % On va montrer un résultat plus fort, que
pour n assez grand, quel que soit p tel que |p| < a, pn = p, c’est-a-dire que la suite d’applications (un)pen+ est
uniformément stationnaire sur {p € P(#) | |p| < a}. Ceci entrainera la continuité de pu sur {p € P(#) | |p| < %}
grace a la proposition 2.2.2.

Soit
I'=(e1,e2,...,€)
un chemin de longueur | € N*, et k un entier. Notons uo,u1,...,u; les points par lesquels passe I', c’est-a-dire que,
pour i € [1,1], u; := e; Neit1, et ug est tel que er = {ug, u1} (voir figure 2.2).
On a
P(r(r)<k) < Z P(XUU =Xy =...= XWl )P(XuilJrl == XW2) (R P(XuikJrl == Xuz)

0<iy<ig<...<ip<l

S S S
3 1 79 —1 l—ip,
S SHID o1 S ol I Y
< P P P,
0<iy <in<...<ip<lj=1 =1 i=1
7141 ig—1 l—1
< > slp[t T slp2 T L s|pl' T
0<iy <ig<...<ip<l
<

l
(k) Sk+1 ‘p|l+1.
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La premiére inégalité est obtenue en majorant P(T'(T") < k) par la probabilité qu’il existe k indices i1, i2,..., ik
tels que

Xy = Xy :"':X“i17
Xui1+1 = X“i1+2 == Xui2v
Xuik+1 = XuikJrg = .= Xup

(c.f. figure 2.2).

e

FIGURE 2.2 — Majoration de P(T(T") < k)

Appelons
Ny = inf { [T | 0 & kex, T(T) = T(0, ke1) | (2.3)

la longueur minimale d’une route de 0 & keq.
On avait obtenu au cours de la démonstration du lemme 2.2.1

E [T (0,k)] < E[T(0,ke1)] + kP(T(0,ke1) < Tn(0,k)),

ce que ’on peut réécrire

E {@} <E {%} + P(N}, > nk). (2.4)

Montrons que pour n assez grand, P(Ny > nk) tend uniformément vers 0 sur I’ensemble des p tels que |p| < a.
On a

P(Ni > nk) < [P(il existe un chemin auto-évitant I' de longueur nk tel que T(I") < k)

< > BT < k)
0«%-, |T|=nk

< ank (72]6) shT L [p|k

La premiére inégalité provient du fait que si N > nk, il existe un chemin auto-évitant de 0 & ke1 de longueur
supérieure & nk dont le temps de parcours est T'(0, ke1) < k. A fortiori, il existe un chemin auto-évitant de longueur

nk issu de 0 dont le temps de parcours est inférieur a k (c.f. figure 2.3).
r

La notation 0 «~ - signifie que T est un chemin auto-évitant issu de 0.

Et comme

1
A< —,
«a

il existe v < 1 tel que pour n assez grand (k > 1),
nk
o< ()
«
Dans ce cas, pour |p| < a, on a

(1) nk (nk)* k1 gk
« k!
(snky™)*

k!

P(Nk > nk)

IN

IN
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nk

FIGURE 2.3 — Majoration de P(Ny > nk)

Or, la formule de Stirling implique que

BN\ R
k! ~V2rk <7> ,

e

donc
(snky™)*  (sney™)k
k! 2mk
Ainsi, pour n assez grand tel que
(sney™) < 1,

on obtient que P(Ny > nk) tend uniformément vers 0 sur ’ensemble {p € P(.¥) | |p| < a}.
On a alors, en passant a la limite k — oo dans (2.4), pour n assez grand, quel que soit p € P(.¥) tel que |p| < a,

pn () < pu(p),
d’ou I’égalité.

2) Traitons maintenant le cas ot s = co. Soit p € P() tel que |p| < % On va montrer de fagon analogue au 1)
que (fn)nen+ est uniformément stationnaire au voisinage de p.
Soit |p| < a < % 11 existe S € N tel que

Sm<y
P < —.
>S5 2
Alors si o
lp— 5| < 55"
il vient a
D Pz hi—So>1-a
i<S i<S
donc
Z pi <o
i<S

Ainsi, sur le voisinage de p

_ - «
vi={pe P |l <alp—5l < 52}

pour 7 € N*| par convexité de z +— z”, il vient

r—1
S
prSSar—i-prSSaT—i- Zpi Zpi <(S+1a".
i=1 i>S i>S i>8
Le reste de la preuve est le méme en remplacant s par S+ 1 et en restant sur le voisinage V. O

Remarque. On a simplement majoré la probabilité que Ny soit grand par la probabilité qu’il
existe un long chemin de faible temps de parcours. On n’a & aucun moment pris en compte le fait
que c’est la longueur d’une route minimale. Cet argument ne pourra donc pas fonctionner si un des
p; est grand, car alors, il va y avoir de grands clusters de la i-éme couleur et donc des long chemins
de faible temps de parcours.

Par exemple, si p; dépasse le seuil critique de percolation de Z¢ par site, il va y avoir un cluster
infini de couleur 7 et dans ce cas, on pourra avoir des chemins arbitrairement grands de trés faible
temps de parcours.
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La preuve du théoréme 2.2.3 suggére un résultat intéressant que nous reformulons ici.

Proposition 2.2.4 Soit Ny, la longueur d’une route minimale? de 0 a ke1. Alors la quantité

. Ny,
limsup —
k—oo

est uniformément bornée au voisinage de tout point p € P(.7) tel que |p| < 1.

Preuve. Soit p € P(¥) tel que |p| < % La majoration que 'on a obtenue pour P(N; > nk) dans 'un des
deux cas de la preuve du théoréme 2.2.3 prouve qu’il existe un n € N et un voisinage de p sur lequel la série des
(]P(N;c > nk))k>1 converge, donc en appliquant le lemme de Borel-Cantelli, on obtient que, sur ce voisinage, p.s.,
pour k assez grand,

N < nk.
Ceci implique bien que
. N,
limsup —
k—oo Kk
est uniformément borné au voisinage de p. g

2.3 Ciritére de distinction entre les cas u=0et © >0

2.3.1 Reésultats préliminaires

Pour alléger les notations, notons & partir de maintenant simplement p. pour p.(Z<, site). Nous
allons voir au cours de cette section quelques résultats préliminaires en vue d’établir le théoréme
2.3.6 a la section suivante.

Commencons par énoncer sans démonstration (voir CoOX GANDOLFI GRIFFIN KESTEN [4] pour la
preuve de ce théoréme) un théoréme da & J. Theodore Cox, Alberto GANDOLFI, Philip S. GRIFFIN,
et Harry KESTEN.

Définition 2.3.1 On appelle animal un sous-ensemble fini & de Z¢ contenant Uorigine 0 et tel
que le graphe
(& {{u,v} € E? | u,v € £})

soit connezxe.

FIGURE 2.4 — Ezemple d’animal (I’animal est en rouge, le fond orange ne sert qu’a le faire ressortir)

Pour tout ! € N*, notons Z(I) ’ensemble des animaux de taille I,

=(1) = {& animal | |¢| = I}. (2.5)

2. définie au cours de la preuve du théoréme 2.2.3 par 1’équation (2.3).
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Notons encore = ’ensemble de tous les animaux,

On se donne une famille (Z,),cz« de v.a. i.i.d. positives, et on s’intéresse aux animaux “gour-
mands” qui, pour une taille fixée, maximisent la quantité

E Zy,
ueg
s g , . . . ) . s
c’est-a-dire qu’on regarde les animaux qui, pour une taille donnée, mangent le plus, si on considére

les variables Z,, comme une quantité de nourriture.

Donnons une version simplifiée du théoréme :

Théoréme 2.3.2 (de Cox GANDOLFI GRIFFIN KESTEN) Soit (Z,),czd une famille de v.a.
positives i.i.d. telle qu’il existe ¢ > 0 tel que

E [ZIT¢] < co.

Alors, p.s.,

1
limsup = sup Z Z,, < oo.
I—oo ! eeE(l) 1

Remarque. Dans Cox GANDOLFI GRIFFIN KESTEN [4], les hypothéses sont allégées, mais cette
version sera suffisante pour ce mémoire.

Nous allons, & 'aide de ce théoréme, démontrer un théoréme similaire pour les clusters de la
percolation. Commencons tout d’abord par deux lemmes de théorie des graphes.

Lemme 2.3.3 Soit, pour tout w € Z¢, un sous-ensemble £(w) de Z¢ vide, ou alors contenant w et

tel que le graphe
(E(w), {{u,v} € E? | u,v € £(w)})

soit connezxe (£(w) nest a priori pas supposé fini).
Soit encore une application z : Z¢ — 79 telle que pour tout u € Z¢, z(u) est tel que

zu)=u ou wuef(z(un).
Alors, pour tout £ € Z, il existe &’ € = tel que £ C & et

1
7 % € (2(u))] |£, > l(u

u’eg’
Preuve. il existe ug € Z¢ tel que |£(ug)| = oo, alors il suffit de prendre
¢ =¢U{uo}.
Sinon, pour tout u € Z%, |¢(u)| < oo, ¢’est-a-dire

£(w) € (u+E)U{2).

=g e

ueg

Posons

C’est la taille moyenne des f(z(u)) pour u € £. On va alors grossir £ en lui rajoutant les points z(u) pour lesquels
|€(z(u))| est grand : soit

g::{uegumung},

e Yeton)
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Siu €€ et &(2(u)) # @ (ce qui arrive nécessairement si A # 0), alors u € £(2(u)), donc
ENé(z(u) # 2,

et comme £ € E et |€] < oo,
¢ e=

Pour v € £'\¢, il existe u € £ tel que v € £(2(u)). Posons 2’(v) := z(u). Ainsi 2’ (v) € &(z(u)) C & et

A
5(7/(”)) > 5
Pour v € €, posons simplement 2/ (v) = z(v) € £'.
Dans tous les cas,
vE E(z/(v)),

et donc, pour v’ € &',

{ve@\9ué 2w =v}cew).

Ainsi,
Sl = Y e |{ve €\ UE Fw) =}
u'eg’ u'eg’
= > > €(z" ()]
W EE ve(e\§)UE, # (v)=w
= > kEE W)
ve(e\§)UE
= Y EEO)I+ Y E=w)
ve(E\8) vee!
= Y Z)I+Y (@) - Y E(=()]
ve<s'\s>T vee @O T
’ Al ’
> 2 ((e1-lel) +21¢l - (161 - 1))
-2
A
> 5|f I
ce qui est inégalité voulue. O

Lemme 2.3.4 Soit, pour tout w € Z¢, un sous-ensemble £(w) de Z¢ vide, ou alors contenant w et

tel que le graphe
(E(w), {{u, v} € E? | w0 € E(w)})

soil connexe.
Si pour u € Z%, on définit, avec la convention sup @ = 0,

U(u) = sup {[¢(v)] | v € 27, u e €(v)},

alors, pour tout £ € =, on a

A Zu sup >l (2.6)

, /
ey Vece |§ !

Preuve. Sile terme de gauche de (2.6) est infini, cela signifie qu’il existe up € Z¢ tel que U(up) = oo vu que la
somme est finie. Dans ce cas

sup [§(v)] = o0

vezd
et le membre de droite de (2.6) est aussi infini, comme on peut le voir par exemple en se restreignant aux animaux
¢ U {v}, v parcourant Z%.

Sinon, pour tout u, le supremum définissant U (u) est atteint, il existe donc z(u) € Z9 tel que u € £(2(u)) et

U(u) = [€(2(w))]-

On définit ainsi une application z qui vérifie les hypothéses de lemme 2.3.3. On a donc

HZIé > 1€

uee oce Ié’\ wreer

ce qui est ’inégalité voulue. O

Passons maintenant au théoréme principal de cette section.
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Théoréme 2.3.5 Considérons sur Z* un modéle de percolation par site de paramétre p < p.. Pour
tout u € 72, notons C(u) le cluster (de percolation®) du point u.
Alors, p.s.,

1
limsup = sup E IC(u)] < 0.
l—o0 l
‘EE (l) ue{

Preuve. On ne peut pas appliquer directement le théoréme 2.3.2 car les v.a. |C(u)|, u € Z¢ ne sont bien sfr pas
indépendantes. Nous allons les majorer stochastiquement 4.

1) On considére une famille (é(u)) de v.a. i.i.d. de méme loi que C(0). Posons, pour tout u,
&(u) = u +C(u),
(loi)
de sorte que &(u) =" C(u).
On va construire algorithmiquement les clusters de percolation. On commence par ordonner de fagcon déterministe
74,
74 = {u;,i € N}.
On prend C(u1) := &(u1) et on procede par récurrence. Si on a déja C(uy), C(uz), ..., C(un), on prend C(uni1)
comme suit : .
— g’il existe i € [1,n] tel que up+1 € C(u;), on définit
Clun+1) = C(ui),
— si unt1 € 8By, (voir figure 1.6 pour la définition de la frontiére), avec By, = (U?:l (f(ul)> , on définit
é(un+1) = ga

— sinon, en appelant Br i=Bn U 8B, on prend pour C(unt1) le cluster de un11 dans

E(unt1)\Bn.

AL PR, Ak o el
2 177 YudB /%///// s
e Im dmmni o REeE //%/
%%%/:@ - B0
e~ N ges:
u - /%//
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B o
/////%%/Q/////// / %

\

\\\\\\&
NN\
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N
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7@

@77//

\
\
‘ \\

\
\

&

FIGURE 2.5 — Définition de C(uns1) (en jaune)

3. Voir (1.21) ou (1.22).
4. Voir Georcit HAcasTROM MAaEs [7] pour des rappels sur les dominations stochastiques.
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Ceci définit bien les clusters d’un modéle de percolation par site sur Z¢ : on vérifie par récurrence que pour tout
n € N*,

(Clun),Cluz), ., Clun)) L (Cun),Cluz), ., Clun))-
En effet,
C(un) 2 e(u),
et, conditionnellement & (C(u1),C(u2),...,C(un)), trois cas sont possibles :
— g'il existe ¢ € [1,n] tel que un+1 € C(u;), c’est-a-dire u; <~ up41, o0 a
Clunt1) = C(us),

— 8l Un+t1 € OBn, avec By, 1= (U?:l C(uL)) , alors up41 ne peut pas étre ouvert car sinon il serait relié & un point
de B, donc & un C(u;) pour un certain ¢ € [1,n]. On a donc

Clup+1) =4,

— enfin, si upt1 ¢ Brn i= Bp U 0By, la loi de C(unyt1) est celle du cluster de percolation de up4+1 sur Z%\By,
donc C(up+1) a la loi du cluster de uyp+1 de

f(un+1 )\En-

On obtient ainsi que la famille (é(u))uezd a bien la loi des clusters d’une percolation par site sur Z<.

2) On va pouvoir maintenant majorer stochastiquement leur cardinal. Grace & cette construction, on a que pour
tout u € Z%, il existe v € Z% tel que .
Cu) Ce() et ueg).
Donc, pour tout u € Z%,
€| < sup {I&()| | v e 2, ueg)}.
En appelant
Uu) =sup {[§()| | v €27, ue )],

on vient de montrer la majoration stochastique
C(u ) = (Z/I ) . 2.7
(‘ ( )l u€zZd (’LL) uezZd ( )

3) Les &(u) vérifient pour tout w les hypothéses du lemme 2.3.4 (en fait, comme p < pc, on a méme que p.s.
&(u) € (u+ 2) U{@}). L’équation (2.6) montre que, pour tout £ € =, on a p.s.

|£| ZL{(u < s |£, Z |€(u))

u€eg = u'eg’

Compte tenu de la domination stochastique (2.7), on a

1 1
limsupj sup Z|C(u)| = limsup sup — [C(u)]
l—oo L ee=() St 1—oo eez() €]
1
< limsup sup — U(u)
l—oo cc2) €] et
< 2limsup € (w
2 eezq), s, ece |€’ Ze:g
= 2limsup su 7 Z [€(u
e eres, e IE wice
= 2 lim sup su |€(u
l—00 k>l ¢/ex, |§ >k €] u%,
= 2 lim sup sup [€(u
l—00 k>1¢/ex (k) le'l uze:g,

= 2limsup sup Z [&(u
1—oo greE() | wee!

1
= 2limsup — sup Z|§
I—oo lee=) gt

Les variables (|¢(u)[?),

puisque p < pe¢, donc le théoréme 2.3.2 s’applique et on obtient le résultat désiré. O

4 sont i.i.d. et ont des moments exponentiels de tout ordre d’aprés le théoréme 1.5.4
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2.3.2 Théoréme

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme.
Théoréme 2.3.6 On a l'équivalence

w(p) >0  siet seulement si |p| < pe.

Preuve. 1) Si|p| > pe, alors il existe i € [1,s] tel que p; > pe donc il existe p.s. un cluster infini de couleur s;
d’aprés le théoréme 1.5.3. Ainsi, p.s. pour n assez grand, B(n) n’est plus bornée. Dés que B(n) contient un point du
cluster infini (ce qui arrive nécessairement car nB|.| C B(n)) elle contient tout le cluster infini.

On est alors dans le cas ii. du théoréme 2.1.1 de forme asymptotique, c’est-a-dire p = 0.

2) Maintenant, si [p| = pe, il existe i € [1,s] tel que p; = pc (bien sir [p| = max;c[1 5] Pi compte tenu de la
condition > ;cpy o Pi = 1).

Soit

X~ ()%
Définissons, pour tout u € Z%, ~
Ku = Lix, 20}

Ainsi, les X, sont des v.a. de Bernoulli i.i.d. de parameétre 1 — p; = 1 — p.. Notons fi la constante de temps

associée.

Pour tout u,v € Z4,
T(u,v) < 2T (u,v),
ou il s’agit des temps de parcours associés respectivement a X et X.
Cette majoration provient du fait que sur un chemin I'; si deux points sont de couleur s; et tels qu’il n’y a pas
d’autre point de couleur s; entre eux, alors le temps entre ces deux points est majoré par le nombre de points entre
eux plus un, donc par deux fois ce nombre (voir figure 2.6).

|
v

FIGURE 2.6 — Majoration de T par 2T

Ainsi, on a aussi
1< 24 (2.8)
Or P(Xu =0) = pec > pe, donc i = 0 d’aprés le théoréme 1.5.8 et donc p = 0.

On aurait pu mener le méme raisonnement si |[p| > p. mais 'argument donné en 1) est plus simple.

3) Si |p| < pe, on va montrer que p > 0. On se raméne au cas s < co. Si s = 00, il existe S tel que > ;< g Pi < Pe,
on considére alors que toutes les couleurs s;,7 > S ne sont qu’une seule et méme couleur sg. Ceci a pour effet de
diminuer les temps de parcours, donc aussi la constante de temps.

Commengons par minorer p. Si I' est un chemin, notons I'* I’ensemble des sites par lesquels il passe. Alors T'(T")
est le nombre de changements de couleur le long de T", donc est supérieur au nombre de clusters que I'* rencontre
moins un : chaque fois que I' rencontre un nouveau cluster, T augmente d’un, sauf pour le cluster dans lequel '
commence (voir figure 2.7).

Donc, en notant encore €(u) le cluster du point u € 74, et

C :={€ cluster | ¢ NT'* # &},
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FIGURE 2.7 — Minoration de p

alors en remarquant que {¢ NI'*, ¥ € C} forme une partition de I'*, on a

Ainsi,

0+, |T*|>k uerr

uel*

\ . |
\
\\
\
\
\
\ \

W W;/ /

)

1+T() > |C]
— Z 1
e’
- ¥ Y wam
€eCucENl*
- 2 2 >1mr*|
%ECuE‘KﬁF
el % (w) NT*| u)ﬂl" |
L+ TOke) _ o LHT(D)
k O«I:»ksl k
> 1nf
0Loke, K u; |‘€(u)ﬂl"|
1
>
T ol T |u; [€(u) NT*|
> inf > [gwnr*
Owk €1 | |u€F
—1
> inf > g (w)
0 ke | IuEF
>

-1
. inf (I o] > |‘€(u)|>

-1
= l1121£ . inf ( Z ‘Ku)|) .

0<% -, |D*|=1

L’inégalité de la troisiéme ligne provient du fait que si 0 L kei, alors |[I'*| > k, celle de la quatriéme est

T

I’inégalité de Jensen pour la fonction concave x — % On rappelle que la notation 0 <~ - signifie que T est un chemin

auto-évitant issu de 0.

En passant & la limite p.s. k — oo, il vient,

—1
. 1
@ > | limsup sup - Z |€ (u)] .
l—oo r ! uel*

0éns -, [T |=1
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Il suffit donc de montrer que, p.s.

1
lim sup sup - E |€ (u)| < oo.
l—o0 T l
— uel'*
0>+, |T* | =1

Si on note, pour u € Z%,
_f Fu) siXy=s;
@i(u) = { %] si Xy #8;
on a pour tout u € Z%,
() = | | %,
i=1
ou la notation U désigne 'union disjointe.
Ainsi,
1 - 1
lim sup sup - Z | (u)] = Z lim sup sup - Z |C; (w)].
l—o0 r l * P l—o0 T l , *
—~ u€el’ i=1 —~ uel’
0<% -, |D*|=1 0+, |D*|=1

Etant donné que 1’on s’est ramené au cas s < oo, il s’agit donc de montrer que, pour tout i € [1, s], p.s.

1
lim sup sup - Z Ci(u)] < oo.
l—oo r ! uwel*
0s -, |T*|=1
Or 1 1
lim sup sup - Z |€;(u)| <limsup sup — Z |C; (w)]
l—o0 T l l—oo =(1 l
0, remt | VETT §eE(W) ¥ yee

ol Pensemble Z(I) a été défini précédemment par (2.5) : pour tout chemin I" auto-évitant issu de 0, I'* est bien sar
un animal.

Mais les €;(u), u € Z? sont les clusters d’une percolation (par site) de paramétre p; < pc (c.f. (1.22)), le théoréme
2.3.5 permet donc de conclure que, pour tout ¢ € [1, s],

1
limsup sup - Z |€;(u)] < oo,
oo ge2() U ige

ce qui achéve la preuve de ce théoréme. O

2.4 Coloriages dépendants

On cherche & étendre le résultat du théoréme 2.3.6 & des coloriages aléatoires dépendants. On
considére toujours une famille (X,,),cze¢ de variables aléatoires & valeurs dans ., mais au lieu de
les supposer i.i.d., on suppose simplement que cette famille a une loi invariante par translation et
qu’elle est ergodique.

On définit encore les temps d’arétes par la relation

t({u,v}) = Lix, £x,}-

Ces temps d’aréte héritent des propriétés d’invariance par translation et d’ergodicité de la fa-
mille (X,),eczd, et le théoréme 1.4.1 s’applique toujours. En revanche, on n’a pas en général une
unique constante de temps p comme c’était le cas précédemment.

On connait néanmoins une condition garantissant qu’on se trouve dans le cas i. du théoréme de
forme asymptotique, c’est-a-dire dans le cas ou la forme asymptotique n’est pas R? tout entier.

Pour u € Z%, notons
G, =0 (Xy,v € ZN\{u}),

la tribu des événements qui ne dépendent pas de ce qu’il se passe en wu.

Théoréme 2.4.1 Pour que toutes les constantes de temps soient strictement positives (cas i. du
théoreme 1.4.1), il suffit que
sup P(Xo =s; | %) < pe.
i€[1,s]

Remarque. En notant p la loi des X,, conditionnellement & %, (qui ne dépend pas de u € Z¢

par invariance par translation), on retrouve la méme condition que pour le théoréme 2.3.6, & savoir
p| < pe.
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Preuve. On procéde de la méme maniére qu’au cas 3) de la preuve du théoréme 2.3.6. On commence par se
ramener au cas s < 0o puis on méne les mémes calculs et on est amené & montrer que pour tout ¢ € [1, s],

limsup sup z |€i(u)| < oo.
l—o0 §€E(l) uee

Les %;(u) ne sont plus les clusters d’une percolation (indépendante) par site. Fixons ¢ € [1, s] et définissons les
v.a.
Ny = H{Xuzsi}’
de sorte que les %;(u) sont les clusters de la percolation dépendante (Ny),czq- Soit encore une famille (Nu)uezd de
v.a. i.i.d. de loi de Bernoulli de paramétre |p|.

Nous allons montrer la domination stochastique?* suivante :

(Nu)uezd j (Nu)uezd- (2.9)

. . d
Pour cela, nous allons montrer que pour toute fonction f croissante sur {0, 1}E°,

s[04} =3 (59,00

Pour toute fonction g croissante sur {0,1}, et u € Z%, on a
E[g(Nu) | %u] 9(0) P(Ny =0 | %) + g(1) P(Nu = 1| %)
9(0) + (g(1) — 9(0)) P(Xu = i | %u)
N———
>0

9(0) + (9(1) — 9(0)) Ipl
9(0) (1 = Ipl) +g(1) Ip|

(
- o),

f((w)yeza) = fr(w(ur))fa(w(uz)) - - fm(w(um)),

avec les u;, © € [1, m], distincts, alors les f;, ¢ € [1,m], sont croissantes sur {0,1} et

IN

Donc si f est de la forme

E{f((Nﬁuezd)] = E[A(Vu)f2(Nus) - - fn Ny, )]

= E[]E[fl(Nul)fQ(NuQ)~~~fm(Num) | ffﬁul]]
= EE[fi(Nuy) | Gur] fo(Nug) - - fn(Nuy, )]

E[E[fi(Nuy) | 9ui)E[fo(Nuz) | Gusl- - Elfm (Nup,) | Gur]]
o [ (o) 1 ()] 2t ()]

= [0 () 2 (o) ()]

el (%)) ]

On a utilisé dans Pordre le fait que pour ¢ # j, Nu; est %, -mesurable, I'inégalité précédente, et le fait que les

IN

- . T . . . d
Ny, u € Z2, sont indépendantes. On conclut que Iinégalité (2.10) est vraie pour toute fonction croissante sur {0, 1}E
a laide du lemme de classe monotone.

La domination stochastique (2.9) implique la suivante :

(se1),_,, = (lewl) ..

ot les C(u), u € Z%, sont les clusters d’une percolation (indépendante, par site) de paramétre |p| < pe. En effet, il
existe une fonction croissante déterministe ¢ telle que

(G@I), . =e(Wueza) et (IC@I) =0 ((V)yens)-

On a alors

limsup sup Z |€;(u)| < hm sup sup Z |C(u)| < oo,
oo cez(n) | izt se= b ige

grace au théoréme 2.3.5. 0
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2.5 Quelques simulations

Dans le cas général, il n’est pas toujours aisé de calculer les T'(0,u), pour u € Z%, surtout dans
le cas ot les temps d’aréte ne sont pas minorés par une constante strictement positive (comme c’est
le cas pour les coloriages aléatoires), car il faut considérer un infimum sur un ensemble infini. L’idée
pour simuler B(t') & partir de B(t), t < t’ est de faire grossir B(t) en regardant les points que I'on
peut atteindre & partir de B(t) en restant en dessous de ¢’. En procédant ainsi, on obtient & chaque
étape un majorant des T'(0,u) pour les u € B(t).

Cette méthode impose de considérer beaucoup de chemins et donc de faire beaucoup de calculs.
Dans le cas des coloriages aléatoires de Z2, on peut facilement simuler I’évolution de B(n), n € N,
a laide de la proposition 1.2.2, il suffit de rajouter & B(n) les clusters des points de dB(n) pour
obtenir B(n + 1).

Sur la figure 2.8, on peut voir une réalisation de B(100) (en blanc), 9B(100) (en noir) sur
[—250, 250]? ot les couleurs sont uniformes sur {bleu clair, bleu foncé, violet, jaune}.

250
200
150
100

50
0 B(10D)
50—

1100

1150

200

-250 e \ \
-250-200-150-100 -50 O 50 100 150 200 250

FIGURE 2.8 — Simulation de B(100)

Sur la figure 2.9, on peut voir une réalisation d’un coloriage aléatoire sur [—400,400]% o les
couleurs sont uniformes sur {bleu, violet, jaune}. Au centre, toutes les B(i + 1)\B(i), i € [0,99],
sont, représentés avec des teintes de plus en plus claires. On peut ainsi voir tous les B(i), @ € [0, 99],
en regardant les points plus foncés qu’une teinte donnée. Il s’agit, au cadre preés, de l'illustration de
la couverture.

Enfin, sur la figure 2.10, il s’agit d’un coloriage aléatoire sur Z2 ol s = 4 et les couleurs sont
uniformes. On n’a représenté que les B(i + 1)\B(i), i € [0,299], avec le méme procédé que sur la
figure 2.9. On voit la forme asymptotique se dessiner petit a petit.

D’autres simulations sont disponibles sur mon site web®, notamment des vidéos représentant
I’évolution de B(n).

5. dont Padresse est : www.eleves.ens.fr/home/bettinel /Fpp.html
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FIGURE 2.9 — Simulation de B(0), B(1), ...B(100)

FIGURE 2.10 — Simulation de B(0), B(1), ...B(300)
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